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A continuacién quisiera exponer los temas de investigacién que pienso
desarrollar durante mi estancia sabdtica en el Departamento de Matematicas
Aplicadas y Sistemas de la Divisién de Ciencias Naturales e Ingenieria de
la Universidad Auténoma Metropolitana, Cuajimalpa. La mayoria de estos
temas se estudiaran en colaboracién con la Dra. Ana Laura Garcia Perciante,
la Dra. Alma Méndez Rodriguez y el Dr. Guillermo Chacon-Acosta, todos
investigadores activos adscritos al Departamento de Matematicas Aplicadas
de esta institucion y expertos en la teoria cinética de los gases.

1. Teoria cinética relativista de los gases:
aproximacion de Chapman-Enskog

Un tema central de mi investigacién durante los 1ltimos anios ha sido
el estudio de la teorfa cinética relativista de los gases (ver por ejemplo |1,
2,3, 4,5, 6, 7 y [8 para un trabajo de revisién que redacté con dos de
mis estudiantes). Esta teoria permite describir la evolucién de un gas diluido
fuera de equilibrio térmico en la presencia de un campo gravitatorio fuerte.
Tal situacién se encuentra, por ejemplo, en la vecindad de un agujero negro
supermasivo, donde un entendimiento mas profundo sobre los procesos de
acrecion del gas y el mecanismo de lanzamiento del jet requiere un estudio
mas general que la descripcion tradicional del gas a través de un magneto-
fluido [9].

En este proyecto estudiaremos las propiedades de un gas cinético relati-
vista que se encuentra cerca de equilibrio (regimen hidrodindmico). En este
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caso, es posible escribir la funcién de distribucion que caracteriza el estado
del gas por una funcién de distribucién de equilibrio (parametrizada por una
cuadri-velocidad, densidad y temperatura) més una pequena perturbacién
que obedece una ecuacion integral que proviene de la ecuacién de Boltzmann
linealizada. El método de Chapman-Enskog permite calcular las desviaciones
correspondientes en las variables de estado (densidad, temperatura, veloci-
dad) y obtener las expresiones para el flujo de calor y el tensor viscoso como
funcién del gradiente de estas variables. Para trabajo reciente sobre este
método que hace uso de la aproximacién de Marle, ver por ejemplo [10]. En
un primer paso, generalizaremos estos resultados para el caso de un gas rela-
tivista en un espacio-tiempo curvo sin usar la aproximacion de Marle u otras
aproximaciones para el término de colision; obteniendo expresiones explicitas
para los coeficientes de transporte. Ademas, analizaremos la hiperbolicidad
de las ecuaciones de evolucién (es decir, estudiaremos si dichas ecuaciones
poseen un problema de Cauchy bien planteado [11, 12]) y su causalidad (es
decir, verificaremos que las velocidades de propagacién sean menores que la
velocidad de la luz).

En un segundo paso generalizaremos el estudio previo para un gas cinético
que consiste de particulas cargadas. En particular, derivaremos expresiones
explicitas para los coeficientes de transporte de calor, de viscosidad y de con-
ductividad eléctrica. Estos resultados deberian ser de gran interés en vista de
las observaciones recientes obtenidos por el “Event Horizon Telescope” [13],
dado que las simulaciones actuales se basan en la descripcion hidrodinamica
del gas. Cabe mencionar que este proyecto también contard con la partici-
pacion del Dr. Carlos Gabarrete de la Universidad Auténoma Nacional de
Honduras.

2. Teoria cinética relativista de los gases:
limite de Vlasov y mixing

Por otro lado, si las colisiones entre particulas son escasas, es posible des-
preciar el término de colisién en la ecuaciéon de Boltzmann. La ecuacién de
Vlasov que resulta de esta aproximacién puede ser resuelta de forma analiti-
ca, siempre y cuando el flujo geodésico sobre el espacio-tiempo esta descrito
por un sistema hamiltoniano integrable [1]. Un ejemplo de suma relevancia en
la astrofisica es el espacio-tiempo de Kerr que describe el campo gravitatorio



generado por un agujero negro estacionario aislado. En este caso, se ha de-
mostrado que el flujo hamiltoniano no solamente es integrable, sino también
posee la propiedad de mezcla (“mixing”), que implica que después de una
escala de tiempo suficientemente grande, el gas se relaja y puede ser descrito
por una funcién de distribucion que depende tinicamente de las constantes
de movimientos [14].

El objetivo principal de este proyecto es adquirir un entendimiento mas
completo sobre el efecto mezcla de un gas cinético cuyas particulas se mueven
en Orbitas acotadas alrededor de un agujero negro de Kerr con rotacién. En
particular, intentaremos iluminar los siguientes puntos:

(i) los efectos de las colisiones entre las particulas de gas,
(ii) los efectos de la auto-gravedad,
(iii) los efectos del campo electro-magnético sobre las propiedades del gas.

Para estudiar estas cuestiones, se usaran tanto técnicas perturbativas como
métodos numéricos basados en un cédigo de “particle-in-cell” para resolver
las ecuaciones de Einstein-Vlasov o Maxwell-Vlasov. Este proyecto también
contard con la participacién de los Drs. Erik Jiménez, Paola Rioseco y Hakan
Andréasson.

3. Procesos de acreciéon hacia agujeros negros

El modelo cinético ha sido aplicado con éxito para describir la acrecién de
materia hacia un agujero negro. En el limite sin colisiones y para el caso de
acrecion esférica es posible dar un tratamiento analitico que permite calcular
de forma explicita las cantidades relevantes como son la densidad de masa
y de energia, la presién y la tasa de acrecién, ver por ejemplo [3, 15] y
también [16, 17] para generalizaciones y aplicaciones interesantes. En este
proyecto trataremos de incluir los efectos de las colisiones entre las particulas
para ver si de esta manera se recuperan los resultados del modelo de Bondi-
Michel en el limite hidrodinamico.

Otro problema que desarrollaré en colaboracion con Patryk Mach de la
Jagiellonian University en Cracovia, Polonia, es la generalizacién de los mo-
delos de acrecién de un gas sin colisiones para un agujero negro de Kerr con
rotacién, y de esta manera comparar con el resultado correspondiente del
modelo hidrodinamico [18].



Por otro lado, seguiré trabajando en los proyectos en curso con el Dr. Emi-
lio Tejeda, donde tratamos de entender la generalizacién del modelo de Bondi-
Michel para el caso auto-gravitante. Este estudio esta basado en la descrip-
ciéon puramente hidrodinamica del gas.

4. Estrellas de bosones

Finalmente, seguiré trabajando en la descripcion de las estrellas de bo-
sones que estd basada en la teoria semi-cldsica de la gravedad [19] y en las
propiedades de las “/-boson stars” [20, 21|, cuya existencia ha revelado una
estructura muy rica del espacio de soluciones estacionarias de las ecuaciones
de Schrédinger-Poisson o de Einstein-Klein-Gordon. Este proyecto esta es-
trechamente vinculado con el proyecto de tesis de mi estudiante Emmanuel
Chéavez Nambo y con los temas de investigacion en curso que tengo con cola-
boradores de la UNAM, de la Universidad de Guanajuato y de la Universidad
Nacional de Coérdoba.

5. Resultados entregables

Los resultados entregables esperados son los siguientes:

1. Publicacion de 5 o mas articulos de investigaciéon en revistas
cientificas con arbitraje:

Se esperan por lo menos dos articulos sobre el uso de la aproximacion
de Chapman-Enskog en espacio-tiempos curvos, uno para el gas neutro
y otros para el gas cargado. Ademas, se esperan 1-2 articulos sobre el
efecto mizing en el espacio-tiempo de Kerr, tomando en cuenta correc-
ciones que provienen de la auto-gravedad, de las colisiones y del campo
electromagnético. También se esperan 1-2 articulos sobre la acrecion de
materia en un agujero negro y 1-2 articulos sobre la estabilidad y otras
propiedades de las estrellas de bosones en la teoria semi-clasica de la
gravedad.

2. Presentacién de mis trabajos en congresos internacionales, ta-
lleres y seminarios:

Espero presentar mis resultados en varios seminarios en la Universidad
Auténoma Metropolitana y otras universidades nacionales e interna-
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cionales. Ademas, contemplo asistir y participar en por lo menos una
conferencia internacional sobre gravedad y en un evento de la Division
de Gravitacién y Fisica Matematica de la Sociedad Mexicana de Fisica.
También espero poder impartir 1-2 platicas de divulgacion.

Formacién de recursos humanos:

Como se menciond anteriormente, varios de mis proyectos estan vincu-
lados con los proyectos de tesis de doctorado de mis estudiantes Rubén
Acuna Cérdenas y Emmanuel Chavez Nambo. Durante mi ano sabatico
continuaré asesorando a mi estudiante Emmanuel. Rubén se graduara
al inicio del ano préximo y espero poder continuar mi colaboracién con
él después de que se gradie. Ademds, se contempla la imparticion de
un curso sobre la teoria cinética de los gases o sobre la teoria general de
la relatividad dirigido a estudiantes de la Licenciatura en Matematicas
Aplicadas y Sistemas.
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