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Resumen

La economia rige muchos de los aspectos de nuestra vida cotidiana, por lo que
nos vemos en la necesidad de comprenderla de la mejor manera posible, asi
como encontrar una forma matematica de medir los aspectos en los que tiene
influencia. Uno de los mas estudiados es la desigualdad social que presentan los
paises, es de nuestro interés medir este aspecto en una sociedad, comprender
como se mide y hacer un desarrollo a detalle de las implicaciones que tiene. En
este trabajo se pretende hacer un anélisis de los modelos que se han estudiado
a lo largo de los anos y que describen la dindmica que siguen ciertos sectores de
la poblacion, para comprender como ciertos factores influyen en la distribucion
de la riqueza asi como la distribucién de probabilidad que se sigue en algunas
clases sociales y que es bien sabido es usada para medir aspectos de la poblaciéon
a estudiar.



Capitulo 1

Introduccion

En las sociedades modernas existe una gran diferencia entre las clases sociales
que se dan, principalmente entre las clases altas y bajas de los paises, existen
numerosos estudios acerca de las dinamicas que se llegan a dar en estos sectores,
en particular en como de distribuye la riqueza. Uno de los aspectos a resaltar es
que para la clase alta existe un comportamiento que sigue una ley de potencia,
mientras que para la clase baja se sigue el comportamiento de una distribucion
exponencial. En este sentido, los repartos de la riqueza en un sector resultan
ser mas equitativos bajo una ley exponencial. Es por esto que se platean ciertos
modelos cinéticos para analizar como afecta incorporar efectos en estos modelos,
tales como el de solidaridad, de ahorro o sin ahorro, esto con el fin de enten-
der como se ve afectada esta distribucién de la riqueza en las distintas clases
sociales, midiendo el indice de desigualdad que llegan a tener y comparando
con el resto de modelos que se han propuesto. La importancia de estudiar estos
modelos reside en que se ha observado que describen de una forma acertada los
comportamientos que existentes entre las clases sociales.

En este sentido, el presente trabajo se compone de cuatro principales secciones,
en la primera se da una introduccion a elementos de termoestadistica, asi como
algunos conceptos basicos que nos ayudaran a comprender las caracteristicas
consideradas en los modelos. Posteriormente, se introducen conceptos de econo-
fisica, que nos ayudan a comprender y conocer los distintos modelos propuestos,
posteriormente se hace una revision a las medidas de desigualdad, finalmente se
presentan las conclusiones obtenidas en el presente trabajo.



Capitulo 2

Elementos de
Termoestadistica

Ludwig Boltzmann (1844,1906) fisico austriaco, tuvo importantes aportes en la
mecanica estadistica, uno de ellos fue el hallazgo de la expresion de la entropia,
desde un punto de vista probabilistico, que relaciona los estados macroscépicos
y microscopicos. En este sentido, se muestra particular interés por la entropia
vista desde este punto, pues para un sistema termodinédmico, la probabilidad
termodinamica W, que nos establece el nimero total de posiciones y velocida-
des, es decir, de microestados, un sistema de N particulas, tiene probabilidad
termodinamica de W . En estadistica termodinamica, la entropia se considera
proporcional a In(W¥), es decir, S oc NIn(W) y esto establece la relaciéon de
Boltzmann:
S

N =klnW

La entropia entonces, nos permite ver que cualquier proceso que incremente el
nimero de microestados disponibles, aumenta su entropia y viceversa. Por lo
tanto, para un sistema aislado, los procesos ocurren solo en una direcciéon tal
que aumenta el nimero de microestados disponibles para el sistema, lo que hace
que tengamos menos conocimiento sobre la condicién de las particulas indivi-
duales. Aunque existen distintas expresiones para la entropia, nos enfocamos
en el presentado durante este trabajo pues nos permite conocer la cantidad de
microestados disponibles en un sistema, que como se expone méas adelante, re-
sulta importante en el estudio de los modelos cinéticos para la distribuciéon de
la riqueza.

2.1. Entropia

La siguiente expresion:
S=klnW (2.1)



Define una cantidad macroscopica llamada entropia S, en términos de la multi-
plicidad W de grados microscopicos de libertad de un sistema. Mostremos que
la entropia, puede ser escrita en términos de probabilidades p;, es decir

S ¢
= *sz' In p; (2.2)

Esta expresion es equivalente a la expresion de multiplicidad S = k1n W. Lance-
mos un dado de t-lados, N ntimero de veces. La multiplicidad seran los posibles
resultados y esta dada por la expresion:

N!

= 2.3
nylng! - ny! (2.3)

Donde n; es el nimero de veces que cae la i-ésima cara del dado. Usando la
aproximacion de Stirling®.
T
x
x| =
e

Entonces (2.3) se puede escribir de la forma:

(N/e)™
(ni/e)m(na/fe)rz - - (ng/e)™

Y definiendo la probabilidad frecuentista p; = n;/N

W =

NN 1

= i on2 e
pl p2 ...pt

Tomando el In de ambos lados

t
InW = —Znilnpi

i=1

Por propiedades de los logaritmos, dividiendo entre N
1 : S
NIDW = —;pilnpi =

Notemos que justamente es la definicion de (2.1).

2.1.1. Maximizar la Entropia
Cuando No Hay Restricciones

Se tira un dado de t-lados que no estd cargado, un nimero considerable de
veces. Entonces, la suma de las probabilidades debe sumar 1. Asi, el cambio



que sufra la probabilidad debe sumar cero, por ejemplo, p; + p2 = 1, entonces
dp1 + dpo = 0. Generalizando lo anterior:

dopi=1= dpi=0 (2.4)

Se buscaré la distribucion (p1,p2, -+ ,pt) = (P}, p3, -+ ,pi) que haga que la fun-
cion S(p1,p2,--- ,pt) = —k >, piInp; tenga un méximo sujeto a la condicion
(2.4). Esto lo hacemos para garantizar que .S, ademéas de ser maximo, cumpla
que {p;} sea una distribucién de probabilidad, satisfaciendo los axiomas de pro-
babilidad.

Usando multiplicadores de Lagrange, donde « es usado para imponer la condi-
cion (2.4), donde la funcion de Lagrange se define como:

SLagrange =S5 —ah

Donde h es la restriccion de (2.4).

Asi, tendremos lo siguiente:

Y derivando:

z{(g&) =0 =0
i=1 pi pjF£L

Si ponemos atencion al término dentro del paréntesis y lo igualamos a cero,
en particular una i especifica, digamos ¢ = 4. Usando la ecuaciéon en (2.4), si
tomamos la derivada con respecto de py, 0S/0ps. Tomando el resto de proba-
bilidades (p1,pa,...,p¢) como constantes, 35/0py = —1 — Inp, para este caso,
pero en general 85/9p; = —1 — Inp;. Por lo tanto la solucion es:

~1l—-lnpi—a=0 =pi=ec*V (2.5)

Claramente, al sustituir en la restriccion, se tiene que:
thi =te 17 =1
i=0

Como
p; = e~lm = tp; =1

Maximizar la entropia nos dice que cuando no hay sesgo, todas las salidas son
igualmente probables, es decir, existe equiprobabilidad.



2.1.2. Maximizar la Entropia
Cuando Hay Restricciones

Tiremos un dado de t-lados, con cada lado enumerado i = 1, 2, ..., t. Se desconoce
la distribucion de los resultados de cada cara, pero se conoce el resultado final
después de N tiradas, se desea conocer la funcién de distribucién. Si suponemos
que cae el lado i, se le asigna una puntuacién ¢;, entonces, después de las N
tiradas, la puntuacion total sera E = 22:1 €;ni, donde n; es el nimero de veces
que se ha observado la cara i. Sea p; = n;/N la fraccion de N tiradas en las
cudles se observo la cara 4, entonces el promedio por tirada (e) sera:

(e) = % = szfi (2.7)

Si nos preguntamos por la distribucion (p3, p3, -+ ,p;) que sea consistente con
el promedio antes observado (¢;). Entonces, buscamos la ecuacién que maximice

la entropfia.
g t
== Zpilnpi
K i=1

Sujeto a las dos condiciones siguientes:

1. Axioma de probabilidad

t t
9(p1,p2,s- - ,pt)ZZpizl :>de,»=0 (2.8)
i=1 i=1
2. Promedio
t t
h(p1,p2,- -+ ,pe) = (&) = ZPM = Zﬁidpi =0 (2.9)
i=1 i=1

Por lo tanto S\ = S—ag—Bh. Que resolviendo por multiplicadores de Lagrange,

tendremos: e o oh
9 _
(api) a(api) 5<api>—0 (2.10)

para i =1,2,--- ,t. Donde « y § son los multiplicadores desconocidos. Si eva-
luamos las derivadas parciales para cada p;.

oS dg oh
— 1 — Inp, =1 — ¢ 2.11

Sustituyendo las ecuaciones (2.11) en (2.10) se tendran t ecuaciones de la
forma:

—1—Inp; —a—pe =0 (2.12)



Donde cada p] es el valor de p; que maximiza la entropfa. Si resolvemos
(2.12) para cada p}, tenemos:

pf = e—l—a—,@ei (213)

La restriccion (2.8) es ademas una condicion de normalizacion, al sustituir (2.13)
en (2.8) se obtiene:

t t
Zp}‘ =e 17 Z e P =1
i=0 i=0

pero
p: _ 6*1*046*[561‘
*
—l—a Pi
= ¢ - 6*561'
Sustituyendo pie*BEi Zj e P =1
e b
oD = W (2.14)

Que es una distribucion exponencial. En este caso, el denominador es conocido
como una funcién de particiéon q.

¢
q= Ze‘BEi (2.15)
i=1

Usando las ecuaciones (2.9) y (2.14) podemos expresar el promedio por cada
tirada (€) en términos de la distribucion.

t t

(e) = Ze,;pz‘ = éz eie P (2.16)

i=1 i=1

La maximizacion de la entropia nos proporciona algo llamado Principio de Re-
parto Equitativo. Cada micro-estado, particularmente cada secuencia micros-
copica de resultados, es igualmente probable de salir que cualquier otra. Dado
que cualquier macro-estados que se observe estd hecho de un niimero distinto
de micro-estados, la probabilidad de observar el macro-estado es proporcional
a su numero de micro-estados. Por lo tanto, en un sistema modelado se deben
tratar a todas las salidas de manera justa, comparada con cualquier otra. En
ese sentido, si la probabilidad no es especificada, entonces la méxima entropia
funciona como una buena aproximacion a que todas las secuencias microscopicas
sean igualmente probables. Por otro lado, si (€) es un valor dado, entonces la
distribucién obtenida al maximizar la entropia proporciona una aproximacién
al sistema a tener un reparto tan equitativo como sea posible, satisfaciendo las
restricciones.



2.2. Conceptos de Termodinamica

La termodindmica comprende una serie de elementos y herramientas basados en
la energia y entropia de un sistema. En este sentido, la termodinamica estudia
estudia las transformaciones de la energia, reversibles e irreversibles, en forma
de calor y trabajo de los sistemas macroscopicos, nos ayuda ademés a compren-
der los efectos de los cambios de temperatura, presion y volumen de un sistema
fisico, a un nivel macroscopico. En esta seccion se introducirdn algunas defini-
ciones necesarias para entender los sistemas termodinamicos. Comencemos por
definir un sistema termodinédmico y algunos de los sistemas de nuestro interés.
Sistema Termodinamico: Un sistema termodinamico es una coleccién de ma-
teria en cualquier forma, delimitada por sus alrededores mediante limites imagi-
narios o reales. A continuacion, se presentan algunas definiciones de los sistemas
termodinamicos que son de nuestro interés.

Sistema Abierto: Es aquél sistema que puede intercambiar energia, volumen
y materia con sus alrededores.

Sistema Cerrado: Aquél sistema en el que la energia puede cruzar los limites
que lo componen, pero la materia no. Sin embargo, los limites en estos sistemas
puedes ser o no estacionarios.

Sistema Aislado: La energia y materia no pueden cruzar los limites del siste-
ma. El volumen es constante, los limites son fijos y la energia total del sistema es
constante. Estos sistemas son una idealizaciéon comtn en termodindmica, pues
en la realidad no es posible tener un sistema completamente aislado.

Sistema Simple: Un sistema simple es definido como un sistema homogéneo
con una sola fase donde la fase es una parte homogénea del sistema que es me-
canicamente separable del resto del sistema, la homogeneidad nos indica que
factores como la temperatura, presion y concentraciéon son uniformes.

Los sistemas termodinamicos tienen ciertas propiedades llamadas extensivas e
intensivas. Una propiedad extensiva P es aquella que se puede expresar como
la suma de las propiedades P; + P, + P3 + - - - de sus subsistemas componentes.
Algunas variables extensivas son:

Energia Interna: La energia interna U de un sistema es una propiedad exten-
siva, pues para un sistema de particulas independientes, la energia del sistema
es la suma de las energias de las particulas.

t
U= Z Niéi
i=1

Donde, t es el nimero de niveles de energia.

N; es el nimero de particulas en el nivel de energia <.

€; energia al nivel 7.

Entropia: La entropia de un sistema es la suma de las entropias de los subsis-
temas independientes.

Por otro lado, las propiedades se denominan intensivas cuando no es posible
expresarla como suma de las propiedades de los subsistemas. En este sentido,
estas propiedades dependen del tamano del sistema. Algunos ejemplos de pro-



piedades intensivas son:

Volumen Especifico: El volumen especifico es definido como el reciproco de la
densidad v = 1. Es el volumen por unidad de masa, donde este volumen puede
variar de un punto a otro.

Presion: Considerando un area pequena, A, que pasa por un punto en un fluido
en reposo. El fluido en un lado del area ejerce una fuerza de compresion sobre
él que es normal al area, F,ormaqr- El fluido del otro lado ejerce una fuerza igual
pero de direccién opuesta sobre el area. Para un fluido en reposo, ninguna otra
fuerza actia sobre el area. La presion, p, en el punto especificado se define como

el limite:
Hm F, normal

p= A A A

2.2.1. Leyes de la Termodinamica

Ley Cero de la Termodinamica o Principio del Contacto Térmico

El calor fluye del objeto con mayor temperatura al que tiene menor temperatura,
en sistemas en contacto térmico. Es decir, para cada sistema termodinamico
en equilibrio una propiedad llamada temperatura, lo que permite el equilibrio
térmico en un sistema.

Primera Ley de la Termodindmica o Principio de la Conservacién de
la Energia

Conocida como la ley de la conservacion de energia, donde se establece que el
trabajo total de las fuerzas que interacttian en un cuerpo desde sus alrededores
es igual a la suma de los cambios en las energias cinética y potencial del cuerpo.
Asi, se establece una equivalencia entre una cantidad g de calor y w de trabajo.

AU =q+w (2.17)

Segunda Ley de la Termodinamica o Principio de Maxima Entropia
En la segunda ley se establecen dos importantes afirmaciones, (1) Clausius, (2)
Kelvin-Planck.

La afirmacion de Clausius establece que:

Es imposible que cualquier sistema funcione de tal manera que el
anico resultado sea una transferencia de energia por calor de un
cuerpo mas frio a uno mas caliente.

Por otro lado, Kelvin-Planck establece:

Es imposible que cualquier sistema funcione en un ciclo termodi-
namico y entregue una cantidad neta de energia por trabajo a su
entorno mientras recibe energia por transferencia de calor de un so-
lo deposito térmico.

Asi como también establece el principio de la maximizacion de la entropia, ex-
puesto en la Sec. 2.2.2 y Sec. 2.2.3.

Tercera Ley de la Termodinamica o Principio de Nerst del Cero Ab-
soluto



La tercera ley de la termodinamica establece que la entropia de una sustancia
a una temperatura de cero absoluto 0°K es cero.

2.3. Fisica-Estadistica

La fisica-estadistica es una rama de la fisica que nos permite conocer las propie-
dades macroscopicas de materiales a partir de la dindmica de sus atomos y/o
moléculas de los que estdn compuestos. Consideremos un sistema formado con
N particulas. Cada particula tiene una energia interna dada por sus propiedades
intrinsecas, por ejemplo, distintas energias internas resultan de distintos estados
de rotacion o vibracién de las moléculas. Si consideramos interacciones entre un
par de particulas de un arreglo especifico de todo un sistema F;, la suma total
de todas ellas y sus energias internas, tendremos que la energia mas baja sera
Ey. Donde Ej es la energia de cualquier sistema en general y €; es la energia de
un sistema simple de particulas independientes. Considerando un sistema de N
particulas, donde estas son de un solo tipo. Supongamos un sistema de ¢ niveles
de energia F; j =1,2,--- ,t. Dadas las energias E; se desea obtener las proba-
bilidades p; de que el sistema esté en cada nivel j. Supongamos que (T, V, N)
son cantidades macroscopicas constantes. Entonces la condicién de equilibrio
es dFF = dU — TdS = 0 que viene dada por el diferencial de la ecuacién de
energia libre de Helmholtz, pues esta se contempla a temperatura constante y
nos permite saber que el sistema esté en equilibrio. Aplicando multiplicadores
de Lagrange, se necesita obtener dS, usando la ecuacion (2.2) para la entropia
como funcién de las probabilidades p; tenemos que:

S t
T > pilnp;
i=1

Derivando respecto de p; (pix; = cte.).

t
dS =~k 1+ Inp;dp; (2.18)
j=1

Para obtener dU, se postula que la energia interna U que es la cantidad ma-
croscopica en termodinamica, la fijaremos como el promedio de todos los micro-
estados.

U=(E)=>) pE; (2.19)
j=1
dU = d(E) = > (E;dp; + p;dE;) (2.20)

Como la energia macroscopica U, la energia de los niveles E; = E;(V,N) de-
penden de V' y N. Pero no de S o T. Entonces (2.19) se convierte en la siguiente



expresion, pues E; no depende de la temperatura.
t
d(E) = Ejdp; (2.21)
j=1

Por la primera ley de la termodinamica dU = dq + dw que se reduce a d(E) =
dU # éq cuando V' y N son constantes, pues la ecuacion (2.20) se aplica cuando
V' = cte, se sigue que el término ; E;dp; es el calor y >, p;dEj es el trabajo.
Buscamos la distribucion que satisfaga las condiciones de equilibrio dF = d{E)—
TdS = 0 sujeto a las condicién siguiente:

1. Suma de probabilidades igual a 1:
t
> jmpi =1

Aplicando un multiplicador de Lagrange:

¢
a dp;=0 (2.22)
j=1
Sustituyendo (2.18) y (2.20) — (2.22) en dF = dU — T'dS = 0 obtenemos:
t
dF = Z {Ej +ET(1+1Inp}) + a] dp; =0 (2.23)
j=1

Como el término dentro del paréntesis de (2.23) debe ser igual a cero, tendremos
t ecuaciones de la forma:

In pf=—-2-— -1 (2.24)

pa; — e—Ej/KTe—(a/KT—i-l) (2.25>

Para eliminar « escribimos la restriccion:

t
> p=1
j=1

como:

1= Z o~ Ei/KT ,—(a/ KT+1)

Jj=1
Haciendo lo mismo que en la ecuacion (2.13) por esta forma de la restriccion,

tenemos:
e—Ei /KT e—Ei/kT

* = = 2.26
pj Z;:l e,E]./kT Q ( )
Conocida como la Ley de Distribucion de Boltzmann. Donde @ es la funcion de
particion.

Q=> e B/ (2.27)



2.3.1. Funciéon de Particion para Particulas Distinguibles

La distribucién de Boltzmann aplica a cualquier sistema de cualquier grado de
complejidad, las probabilidades p; pueden representar estados j = 1,2,--- ,¢
de atomos en un gas ideal. Consideremos un sistema compuesto de subsistemas
independientes. En un gas ideal, cada molécula se asume independiente de otra.
En este caso, la energia total del sistema es la suma de las energias de cada
particula y la funciéon de particion del sistema es el producto de las funciones
de particion de cada particula.

Primero, consideremos un sistema con particulas distinguibles, en un sistema
con energia F;, supongamos que el sistema tiene dos subsistemas independien-
tes, es decir, dos particulas distinguibles y etiquetadas como A y B, con niveles
de energia 624 y eﬁ respectivamente, i = 1,2,--- ,a, m = 1,2,--- ,b.

La energia del sistema es E; = €' +¢2. Como los subsistemas son independien-
tes, tenemos una funcion de particién para cada sistema, g4 para el sistema A
vy qp para el sistema B.

a b
A B
qa=Y e KT gp =" emem/KT (2.28)
=1 m=1

La funcién de particién @) para el sistema entero, sera la suma de los factores
de Boltzmann e~ /KT sobre los niveles de energia j = ab.

Q= Zeij/KT _ za: zb: o~ (e +em) /KT _ Za: Zb: o—</KT ,—ein /KT (2.29)

j=1 i=1 m=1 i=1 m=1

Y como los subsistemas son independientes, la ecuacion (2.30) tiene la forma

a b
Q= Zefef/KT > e~ /KT = gaqp (2.30)
=1 m=1

Por lo tanto, de manera més general para un sistema de N particulas inde-
pendientes y distinguibles, cada funcién de particion ¢, la funcion de particiéon
del sistema entero seréa:

Q=q" (2.31)

2.3.2. Funciéon de Particion para Particulas Indistingui-
bles

Las moléculas en un gas son indistinguibles. No podemos etiquetarlas como en
la situacion anterior. Por lo tanto, para un sistema con dos particulas indistin-
guibles, la energia total es E; = €; + €.

Donde ¢ = 1,2,--- ,t1 y m = 1,2,--- ,t5. El sistema tendra como funcion de
particion:
t ti1 t2
Q= Ze*Ej/KT = Z Z e—(eitem)/KT (2.32)
j=1 i=1 m=1
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En general Q = 231:1 22:1 e~ (€item)/KT £ ¢,qp. Entonces Q = ¢2/2!. Esto
dado que, si suponemos dos particulas distinguibles A, B es posible observar que
se cumple:

Q = qaq4 - 9BYB

Pero considerando los términos contados de mas, y dividiendo entre el niimero
de combinaciones posibles, tenemos:

q2

Por lo tanto, para N particulas indistinguibles, generalizamos el argumento
anterior y la funcion de particion del sistema () seréa:
N

q
Q=T (2.33)

2.4. Propiedades Termodinamicas

La mecanica estadistica nos permite obtener las cantidades promedio que se
relacionan con las cantidades macroscopicas o termodinamicas a partir de las
derivadas de su funcién de particién. En este sentido, las siguientes propiedades
termodinamicas son posibles de predecir a partir de su funcién de particion.

2.4.1. Energia Interna

Consideremos un sistema con (7, V, N) cantidades fijas, para obtener la energia
interna de un sistema con energias E;, sustituyendo la ecuacion (2.26) para D
en la ecuacion (2.19)

1
U=> piE; = ) > Eje P (2.34)

@ _ d S e B = Y e hB (2.35)

g df j=1 j=1
Comparando ambas expresiones
1 /dQ ) (d In@ >
U=——|—|=- 2.36
At a3 (23

Como 3 = 1/kT, entonces tendremos:

ag 1

9T = T (2.37)

12



Multiplicando la ecuacion (2.37) por —1/kT? y por dB/dT tenemos:

U dln @
ek ( iT ) (2:38)
Escribiéndola de otra forma.
U dln@ T\ dQ
— (== 2.
kT? dInT (Q) dT (2.39)

2.4.2. Energia Promedio

Si las particulas son independientes y distinguibles (Q = ¢*V) la energia promedio
por particula esta dada por:

B U_KT2 OlngV B dlng\ dlng
=N="n ( aT )‘KT2< 6T>__< 85) (2.40)

2.4.3. Entropia

De la ecuacion de la entropia antes escrita, tenemos:

g t
R
j=1
1 ,—E;/kT

Sustituyendo la distribuciéon de Boltzmann p} = Yol

entropia.
t
% -y <6126—EJ/KT> {m (é) _ [?T] (2.41)
j=1

Sustituyendo la ecuacion (2.27) para @ y (2.35) para U tendremos:

olnQ
or

en la ecuacion de la

Szan+g=kan+kT< ):>S:kan+g (2.42)

Para un sistema con N particulas independientes y distinguibles donde @ = ¢V
U
S=FkNIng+ T (2.43)

Como S incrementa linealmente con N, la entropia del sistema es la suma de
las entropias de las particula independientes.

Finalmente, hagamos un pequeno resumen de las cantidades termodinamicas
que se derivan de la funcién de particion.

dl
Energia Interna U: U= kT2< HQ)

dr

U
Entropia S: S =%kInQ + T

Energia Libre de Helmholtz F: F=U-TS=-kTIn@

13



2.4.4. Gas Ideal

Energia Interna de un Gas Ideal:

Se desean calcular las cantidades termodinamicas para un modelo de gas ideal,
comenzando por la energia interna U. Tenemos que para un sistema con parti-
culas independientes y distinguibles, Q = ¢”, su energia promedio es calculada

mediante la expresion:
<>_2_KT2 dln gV
TENT N o )y

dlng  Jlng

or 0B
Entonces, la siguiente ecuacion expresa la energia interna U en términos de la
funcién de particién ¢ y un ntimero de particulas NV, asi:

dlng
oT

Expresando a ¢ como un producto que depende de la temperatura, es decir:

U=NKT? (2.44)

Y sustituyendo en la ecuacién (2.44), tenemos:

NKT? [ dq NKT? (3 3
U — ) = 2eTY?) = SNKT 2.45
q <8T> cT3/2 (20 2 (2.45)

Con ¢ = 272k

Entropia de un Gas Ideal:
Tenemos que la funcion de particiéon para un gas, donde:

0t
- N!
y usando la funcién de la energia interna previamente calculada, tenemos:
s—kmn (L) + Y vk K(NIn N — N)+ SNk
= n _— —_— = n — n — —
N )T 1 2

Usando la aproximacién de Stirling.

5 q€5/2
=Nk Ing—InN+ = ) = Nk
(nq n +2> ( N

2rmkT 3/2 /2
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Energia Libre de Helmholtz de un Gas Ideal:

N
Nuevamente, usando la funcion de particion Q = %7 y sustituyendo en la ecua-
cion de energia libre de Helmholtz, tenemos que:

gV
F=—kTlh@=—kTIn (N')

Usando la aproximacion de Stirling para N!:

()]

F=-NkTln (jg) — —NEKT (141Ing—InN). (2.46)
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Capitulo 3

Econofisica: Modelos
Cinéticos para la Distribuciéon
de la Riqueza

La econofisica es una rama de la fisica encargada de aplicar ciertos modelos
que fueron originalmente hechos para la fisica con un enfoque a los sistemas
econdmicos y financieros [3]. En esta seccion se introduciran algunos modelos
desarrollados por la econofisica para analizar la dindmica de ciertos sistemas.

3.1. Modelos de Intercambio

En analogia a la colisién de dos particulas con el resultado de un cambio en su
energia cinética, en los modelos cinéticos de intercambio, dos agentes que son
tomados de manera aleatoria, de un conjunto de agentes de tamano N, interac-
taan entre ellos, en un intercambio de una cantidad m de dinero predefinida que
se da en pares, donde esta cantidad se refiere a la riqueza que posee un agente.
Estos agentes, son caracterizados por su riqueza actual m;,i = 1,2,--- N y
por algin parametro, como el de ahorro, denotado por \; [10]. Asi, el sistema
evoluciona en el tiempo siguiendo la dindmica macroscopica siguiente:

mi(t+ 1) =m;(t) — Am

Donde Am es la cantidad de dinero a intercambiar. Es notorio que la riqueza
total de los agentes es una cantidad conservada, esto es:

m;(t+1) +m;(t + 1) = m;(t) + m;(t)

Pues se considera una economia cerrada en donde la cantidad total de dinero
M y el total de los agentes N que interacttian en ella se mantienen fijos. Esto es
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analogo a lo que sucede para las particulas donde aplica la ley de la conservacion
de energia en las colisiones elésticas.

En el estudio de estos modelos surge una distribuciéon conocida como la distri-
bucién de Gibbs, derivada del anélisis de equilibrio del sistema econémico que
contempla los supuestos anteriores.

3.1.1. Distribucion de Gibbs

Consideremos un sistema de N agentes donde cada uno posee una cantidad m;
de dinero [5]. Los agentes econdmicos interacttian al azar con una cantidad inicial
de dinero, se permiten transacciones binarias aleatorias y se decide intercambiar
una proporcion de la riqueza que ambos poseen. El modelo més simple que se
puede considerar es uno donde la cantidad de dinero intercambiada es de la
siguiente forma:

Am = e(m; +mj) —m; (3.2)

Con € una variable aleatoria uniformemente distribuida. Como hemos mencio-
nado anteriormente, la cantidad m es aquella que representa la riqueza de cada
agente y Am la cantidad a intercambiar, en este sentido, esta cantidad puede

ser constante, es decir:

O bien puede ser una cantidad aleatoria de la riqueza de ambos agentes
Am = em;(t) — (1 — e)m;(t) (3.4)

Donde € es una variable aleatoria uniformemente distribuida entre 0 y 1, ademés,
esta es actualizada entre cada transaccion.
De esta forma, es posible reescribir la ecuacion (3.1) de la siguiente forma:

m;(t+1) = e(m;(t) + m;(t)),

m;i(t+1) = (1 —€)(my;(t) +m;(t)) (3.5)

Si se deja interactuar a los N agentes durante un tiempo, bajo las ecuaciones
(3.1) y (3.2) eventualmente la distribucion del dinero entre los agentes no cam-
biara, es decir, se habra llegado al estado estacionario y para esta dinamica se
obtiene la llamada distribucion de Gibbs.

1
P(m) = Te*m/T; T = M/N, (3.6)

Donde al capital promedio por agente se le ha llamado la "temperatura econé-
mica", en analogia con la definiciéon termodinédmica.
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La distribucion de equilibrio de la funcion P(m) es analoga a la funciéon de
distribucion de la energia P(¢) en un gas de particulas en Fisica. En analogia con
el intercambio de energia de las particulas en un gas, se hacen los intercambios
entre agentes en un sistema.

3.2. Modelo con Ahorro Uniforme

Si ahora en un sistema donde se dejan interactuar a N agentes, se agrega la
hipotesis donde cada agente conserva un porcentaje ahorrado A que no esté
presente en las transacciones que realice. Es decir:

my(t+1) = Amy(t) + (1 = )[(1 = A)(ma(t) +m; ()] 3.7)

Donde: € es una variable aleatoria uniformemente distribuida, y A € [0, 1], fija
para todos los agentes. Aqui, es notorio que Am de la ecuacién (3.3) esta dado
por:

Am=(1-X\) [(1 —e)my(t) — emj(t)] (3.8)

Nuevamente, si dejamos a los agentes interactuar en cada paso siguiendo (3.7),
después de un tiempo se habré llegado al estado estacionario y se obtendra lo
siguiente:

nn

_ n—1_-—nm
P(m) = F(n)m e ", (3.9)
Donde T'(n) es la funcion Gamma, y se definio la funcion:
142X
n(\) =1+ 1+_ =, (3.10)

Asociada al factor de forma. La distribucion (3.9) es la funcion Gamma, la cual se
grafico en la figura 3.1. En la figura se puede notar que entre mayor sea el ahorro,
la distribucién es mas simétrica, hay una cantidad mayor de agentes con una
cantidad similar de dinero, no hay agentes con una cantidad nula y muy pocos
agentes tienen una gran cantidad de dinero y podriamos decir la distribucion del
dinero es més igualitaria. Por otro lado, si se contempla \; distinta para todos
los i agentes econémicos y esta ademas es aleatoria uniformemente distribuida
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Figura 3.1: Grafica de la distribucién del dinero de los agentes para distintos
valores de A

en \; € [0,1). Donde los agentes econémicos intercambiaran sus bienes de la
forma:

mi(t + 1) = )\imi(t) + Eij[(l — )\Z)mz(t) + (1 — )\j)mj(t)] (3.11)

my(t+1) = Aym;(t) + (1 =€) [(1 = Xo)ma(t) + (1 = Aj)m; (1)) (3.12)

Entonces, después de dejar que los agentes interactien hasta que su distribucion
no cambie se recupera la distribucién de Pareto, que es de la forma:

P(m) =m'"* (3.13)
Y se ha visto que se ajusta empiricamente al valor del exponente:
a=1.01+0.02,

Esta es la distribucion que se muestra en la figura 3.2.

3.3. Modelo Cinético de Intercambio de Dos Cla-
ses con Reglas de Dependencia en la Riqueza

Es bien sabido que en la mayoria de sociedades existe una marcada diferencia
entre como se distribuye la riqueza en las distintas clases sociales [12]. Mien-
tras que la clase con menor capital sigue una funcién exponencial, la clase con
mayor capital sigue una funciéon de ley de potencia. En este sentido, es posible
pensar que las transacciones entre dos agentes de clases distintas no pueden
hacer intercambios bajo las mismas condiciones, pues uno de ellos podria no
verse favorecido en este intercambio. Es por esto que se impone una restricciéon
adicional. Si dos agentes pertenecen a la misma clase, entonces pueden hacer
intercambios de la forma presentada en la ecuacion (3.1), pero si no pertenecen
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Figura 3.2: Gréfica de la ley de Pareto para un sistema de N = 1,000 agentes,
272 funge como una guia a la ley de potencia

a la misma clase, entonces se hace un intercambio de una fraccién de riqueza
del agente con menor capital, esto define una Am de la siguiente forma:

Am = e - min{m;(t), m;(t)} (3.14)

Donde € es una variable aleatoria uniformemente distribuida entre [0,1] y es
actualizada en cada transaccion. La regla de intercambio aleatoria se ve modifi-
cada por una que depende de la riqueza que tenga cada agente y se definen las
probabilidades de ganar la transaccion de la siguiente forma:

i m; (t)

i) = @) + my )

o m;(t)

i) = Gy + @) (3.15)

Donde w;(t), w;(t) son las probabilidades de ganar la transaccién de cada agente
1, J, respectivamente a tiempo t.

3.4. Modelo con Efecto Solidario

En la realidad, es dificil pensar que las transacciones son uno a uno cuando los
agentes pertenecen a distinta clase social, pues cuando un agente pertenece a
una clase social baja e interactiia con uno de clase alta, entonces tiene menos
probabilidades de ganar la transaccion, es por esto que se considera que los
agentes que pertenecen a la clase con menor riqueza, forman coaliciones, esto
hace alusion a los sindicatos que se forman entre la clase trabajadora, a esto
se le llama efecto solidario [10]. Con esta idea, es posible generar un mode-
lo que contemple este efecto solidario, siguiendo los pasos que se presentan a
continuacion:
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1. Se escogen dos agentes de manera aleatoria.
2. Se verifican las clases de los agentes.

3. Si es la misma clase a la que pertenecen, los agentes llevan a cabo tran-
sacciones con la regla presentada en la ecuacion (3.3).

4. Si pertenecen a diferentes clases, el agente de la clase baja se junta con
cierto nimero de agentes de la misma clase, esto, dependiendo de la pro-
porcion de solidaridad en la clase baja n y se aplican las reglas de transac-
ciones vistas en la secciéon 3.5, pero se definen las probabilidades de ganar
de la siguiente forma:

wi(t) = Lty
(e m; )
w;(t) = e (3.16)

(EkNil my + mj)

Donde N; = 7Npajo +1, Niaja representa el niimero de agentes en la clase
baja.

5. Siel agente i gana la transaccion, entonces la fraccion de capital que gana,
Am, se reparte de manera equitativa a todos los agentes que participaron
en la coalicion.

6. Cuando el agente ¢ pierde la transaccion, inicamente el agente i, pierde la
fraccion de su riqueza que estuvo en la transaccion y el resto de agentes
recuperan la suya.

Del modelo anterior es posible destacar dos observaciones importantes, uno son
los patrones de ley de potencia observados en la clase baja, bajo las condiciones
sin ahorro, ahorro y ahorro heterogéneo, y el otro es la diferenciacion intensifi-
cada con aumento de la propension al ahorro homogéneo. En cuanto al dltimo
caso, una sociedad no clasificada con un alto la propensiéon al ahorro estd muy
cerca de una sociedad igualitaria con un coeficiente de Gini muy bajo [10].

3.5. Modelo con Riesgo

Si consideramos ahora un sistema con N agentes donde cada uno de ellos es
identificado por su riqueza m y su factor de riesgo r. Donde r representa la
fracciéon de riqueza que cada agente esté dispuesto a perder en cada transaccion
y es el Gnico valor de interacciéon, ademas de que se mantiene constante durante
todo el proceso de transacciones [5]. Dado un par de agentes i, j con riquezas
iniciales m;, m; su dinamica se describe de la siguiente forma:

mi(t + 1) = ml(t) + (27]i,j — I)Ami,j
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Donde n; ; € 0,1 es una variable aleatoria dicotémica, es decir, solo puede tomar
dos valores, y Am; ; es una funciéon definida por el modelo, que depende de la
riqueza y riesgo de cada agente en las transacciones.

Es bien sabido que en la distribucién de Gibbs para el equilibrio de las transac-
ciones aleatorias, muy pocos agentes conservan la mayoria del capital disponible
en el sistema, para contrarrestar este efecto, se anade una asimetria a la dis-
tribucién a través de 7; ; que favorece a los agentes con menor riqueza en una
transaccion. En este sentido, se define la probabilidad:

1|m; —my|

2 m; + m;
Donde f € [0,1/2] es llamado el factor de proteccion social, asi la probabilidad
de que la variable 7); ; tome el valor de k, P(n; ; = k) se define de la siguiente
forma:

P(ni; = 0) = O(m; —m;)pi; + O(m; —mi)(1 - pi;)

P(nij = 0) = O(m; —m;)pi ; + O(m; —m;)(1 - pij) (3.19)

Donde © es una funcién de escalén. Esto define una distribucién continua para
74,5 Aqui, se consideran los siguientes modelos:

3.5.1. Modelo Merger-Spinoff

Consideremos un par de agentes ¢, j con m;, m; riquezas y r;,7; riesgos, respec-
tivamente. Un agente que pierda la transaccion es elegido de manera aleatoria,
este agente debe otorgar una fraccion de su riqueza al otro agente. Entonces, la
cantidad en la interaccién entre los agentes sera:

Amg ;= nijrymg + (1 —ni)rimi (3.20)

En este modelo, se contempla que el agente carece de la informaciéon de cuanto
esta arriesgando su opositor, esto puede modelar diversas situaciones como los
divorcios, fraudes y robos que pueden suceder entre agentes [5].

3.5.2. Modelo Yard-Sale

En este modelo, inicialmente los agentes interactiian arriesgando una fracciéon de
su riqueza. En este caso, la cantidad de dinero que van a intercambiar esté dado
por la cantidad minima de apuesta entre los agentes. Dado un par de agentes
i, j con riquezas m;, m; y factores de riesgo r;,7;, la cantidad a intercambiar en
la transaccion sera:

Amy j = min(rym;, rym;) (3.21)

22



3.6. Modelo de Lallouache, Chakrabarti, Chakra-
borti, y Chakrabarti (LCCC)

La importancia de los Modelos Cinéticos reside en la capacidad que tienen de
aplicarse en otras ramas, siendo una de ellas la Sociologia. En este sentido, el
presente modelo tiene como finalidad que los agentes interacttien con la inten-
cion de elegir una opciéon de entre diferentes opciones, tales como la opinién, el
lenguaje, el voto a un partido, etc. Asi el modelo LCCC, tiene como objetivo
hacer una analogia con los modelos cinéticos antes vistos, pero enfocado a las
opiniones que pueden tener las personas sobre ciertos temas y como estas se ven
influenciadas por el circulo de personas que le rodean.

En este modelo, una opinion se intercambia entre dos agentes. A cualquier tiem-
po t, una persona es asignada con un valor de opinion o(t) € [—1,1], para dos
personas 7, j la interaccion se puede describir de la siguiente forma:

Oi(t + ].) = )\[Oz(t) + EOj(t)}
0j(t+1) =X o;(t) + €o0i(t)], (3.22)
Donde € y € con variables aleatoria no correlacionadas entre 0 y 1.
Asi mismo, es posible incorporar un parametro de influencia u, que mide el

poder de influencia que pudiera tener una persona sobre de otra, en este caso,
la interaccion entre dos personas se describe de la siguiente forma:

0i(t +1) = Xioi(t) + epjo;(t),

0j(t +1) = Xjo;(t) + € pio0i(t). (3.23)
En este modelo se puede observar que el factor de influencia para cada persona
serd distinto, lo que nos lleva a que no exista homogeneidad en la sociedad.
Finalmente, también es posible incorporar una interacciéon entre dos agentes
que recién se conocen, aqui, la persona ¢ mantiene su opinién, mientras que al

interactuar con otra persona j puede llegar a retener una fraccion de la opinién
de j. Asi, la interaccion puede ser descrita de la siguiente forma:

0;(t+1) = Xo;(t) + €0 (1)
0;(t+1) = Xoj(t) + €0;(t). (3.24)

3.7. Distribuciéon de Pareto

3.7.1. Regla 80-20

Los patrones que describen el reparto de bienes en una sociedad se ajusta a
la regla del 80 — 20, mientras que el 80% de la poblaciéon conserva el 20 %
del total de la cantidad de dinero dispuesto en una economia, el 20% goza
de distribuirse el 80 % restante. En las sociedades capitalistas, existen grupos
bien diferenciados, mientras que el 95 % de la poblacién se conforma por clases
medias y bajas, solamente el 5% restante constituye una clase privilegiada.
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Figura 3.3: Grafica de la regla 80 — 20

3.7.2. Derivaciéon de la ley de Pareto

Asumamos que el cambio en el capital de cada agente ¢ sobre un tiempo finito,
esta dado por una ley de crecimiento exponencial a una tasa «, esto es:

dmi—a-m-—) idmi_zd In mi—a»
a " m; dt a "

K3
d d
@;mmi = %lnﬂmi =0

= lnHmi = cte.
i

Donde «; puede referirse a un coeficiente de habilidad de el agente .
Si sumamos todos los «a;, tendremos:

d In m;
Ya=0- 2T
z, dt

Pues «a; esté distribuido de manera aleatoria alrededor del cero. Por lo tanto, el
capital total de un grupo de N agentes sera:

M:Zln m;

Que es constante, de la misma forma que la energia interna de un sistema, y
esta seguird una distribucion de la forma:

I _ In m; 1
p(m;) = 7€ A f=om s (3.25)
Que es la distribucion de Pareto y la distribucion acumulada tendra la formas:
< 1m; P!



Que representa la probabilidad de tener un capital de al menos m unidades de
dinero. Ademas, obtenemos como funcién de particion:

d¥m T Tm/T
Z=| = H<m> (3.27)

i

Donde T, es la temperatura maxima permitida en el sistema. Recordemos que
la ecuacion (2.15) también nos definfa una funcion de particion, que nos ayuda
a encontrar el niimero de estados disponibles que tiene un sistema. Finalmente,
la temperatura media del sistema esta dada de la forma:

T2

M J
R VR S T (- A 2
N + H(Tm> + T. T (3.28)
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Capitulo 4

Medidas de Desigualdad

La desigualdad en una sociedad puede ser categorizada de dos formas, la prime-
ra contempla una desigualdad de condicién, que va relacionada a los ingresos,
riqueza o la propiedad de bienes y servicios que un individuo tiene. La segunda
es una desigualdad de oportunidades, referida al futuro potencial de cada indi-
viduo, como la calidad de educacién que pueda recibir, el nivel de educacion, el
acceso a la salud, etc. Sin embargo, nuestro interés se encuentra en la desigual-
dad de condiciones, pues es la que contempla la desigualdad econémica. En este
sentido, podemos preguntarnos, ;Por qué es importante medir la desigualdad?,
. La distribucion de los ingresos es la misma que la de hace algunos anos?, ;Paises
subdesarrollados estan caracterizados por tener una mayor desigualdad? Dado
que la forma en que medimos la desigualdad nos permite contestar estas y otras
preguntas, es importante hacer un analisis sobre como se mide la desigualdad.

4.1. Curva de Lorenz

La curva de Lorenz fue propuesta por Max O. Lorenz en 1905 , esta curva em-
pieza en la coordenada (0,0) y termina en la coordenada (1,1), nos permite
graficar el porcentaje de riqueza total de diferentes porciones de una poblacion.
La linea de 45° representa la igualdad perfecta, donde todos los individuos re-
ciben la misma cantidad de ingresos. Si se grafica la fraccion de poblaciéon en
orden ascendente en el eje xz, contra la fracciéon de ingresos o capital que cada
uno retiene, obtendremos la funcién de distribucién F'. Lo que nos permite usar
a la funcion de Lorenz como una medida de desigualdad, dado que mientras més
cerca este de la linea de perfecta igualdad, la riqueza estard mejor distribuida.
Asi, la fraccion del total de capital retenido por algun porcentaje x % de la po-
blacioén sera representado por y = F(z). Conforme estas fracciones crezcan mas
y maés, es decir, z % ~ y %, entonces la curva de Lorenz sera una linea recta que
representara la igualdad perfecta de la distribuciéon de los ingresos.

Por otro lado, cuando la curva se aleje de la diagonal o de la linea a 45° habra
mayor desigualdad en la distribucion.
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Figura 4.1: Curva de Lorenz. Imagen obtenida de [1]

Un indice de desigualdad es una medida escalar de la diferencia de los ingresos
interpersonales dentro de una poblacion dada. Una desigualdad alta en los ingre-
sos, significa que existe una mayor concentraciéon de la riqueza en unas cuantas
manos. Los tamanos de las clases media y alta contribuyen al bienestar de la
sociedad de manera significativa, en particular, en el crecimiento econémico, el
acceso a la salud, el nivel de educacion y la estructura social.

4.1.1. Funcién Complementaria de Lorenz

Sea F' una funcion de distribucién de una variable aleatoria no negativa X que
representa la distribuciéon de los ingresos de una sociedad. La inversa de F', se
define como:

F~l(q) =inf,{z € X : F(x) > ¢} (4.1)

Siempre y cuando la media de los ingresos p = fooo xdF(x) sea finita, obtenemos
la representacion de la media siguiente:

uz/o F~'(q)dg (4.2)

Asi, la funcion asociada a la curva de Lorenz, es la funciéon de Lorenz definida
como:

Lelp) = / " P g)dg (4.3)

Entonces, la funcién de Lorenz nos otorga una proporcién del total de los ingre-
sos obtenidos por un 100p % de la clase baja de la poblacién, para cada p dada,
donde p € [0, 1].

En particular, la funciéon de Lorenz cumple con las propiedades siguientes:

1. Lr(p) es continua, no decreciente y convexa en p € (0,1)
2. Lp(0)=0,Lrp(1)=1,Lrp(p) <p paratoda pe€ (0,1)

0,1) tal que Lr(p) = p, entonces para toda p € [0,1] se cumple

Si existe p € (
= p.

que Lp(p)
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Si la funcién Lg(p) es diferenciable en el intervalo abierto (0,1), entonces la
pendiente de la funcién para cualquier p € (0, 1), esta dada por F~1(p)/u. Sea
Mp la mediana dada como un porcentaje de la media, definida por la pendiente
de la curva de Lorenz en p = 1/2, esto es: Mp = F~1(1/2)/M. Definimos la
funcién complementaria de Lorenz como Lp(p) := 1 — Lp(p). Esta, mide la
proporcion de los ingresos totales ganados por el 100(1 — p) % de la poblacion.
Entonces tenemos que:

o F Y (@)dg ) FY(q)dg
[ B 7

Lp(p):=1-Lp(p)=1

De lo anterior se sigue:
s Lp(0)=1
» Lp(1)=0
" 0< Lp(p) < 1parape (0,1)
= Lp(p) es continua, no decreciente y concava.

A continuacion se presentan algunos ejemplos de la construccion de la funcion de
Lorenz asociadas a diferentes distribuciones de ingresos de una variable aleatoria
continua.

Distribucién Uniforme

Consideremos una sociedad donde los ingresos siguen una distribuciéon uniforme
en un intervalo compacto [a,b] donde 0 < a < b < oo, se tiene la funcion
de densidad de probabilidad f,(z) = 1/(b — a) y la funcién de distribucion
F,(z) = (x — a)/(b — a) para todo = € [a,b]. Recordando que la media u se
define como:

p= /01 F~(q)dq

Se puede notar que:

Por lo que la media es:

1 q21
:a+(bfa)/qdq:a+(bfa)—
0 21y

B (b—a) a-+b

B
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A partir de esto, es posible construir la curva Lorenz.

Le(p) = / "o+ (b — a)qldg

fhu
2 P P 2 21"
:(a+b) /0 adq+ [ (b—a)qdq :(a+b) aq—l—(b—a)]o
_ (b—a)

Notemos que, en particular si a = 0, tenemos que:

Lg,(p) =p*

Si se grafica este caso en particular, se obtiene la siguiente grafica.

Figura 4.2: Curva de Lorenz para distribucién uniforme

Distribucién Exponencial

Si ahora se considera una sociedad, en donde la distribucion de los ingresos sigue
una distribuciéon exponencial, se tiene la funcién de densidad de probabilidad
fe(x) = Xe ™ X\ > 0y la funciéon de distribucién F.(z) = 1 — e~ ** para
cualquier z > 0. Recordando que la media p se define como:

p= /0 F~'(q)dq
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Se puede notar que:
F7g) = (1/0)In(1 - q)

Por lo que la media es:

1 _
ue:/o ;m(lq)dq;[(lqﬂn(lq)(lq)

A partir de esto, es posible construir la curva Lorenz.

Lr,(p) = 1 /Op —In(1 - ¢)dq

fie
1
1
—p--pm ()
1-p —-bp

Graficando este caso, se obtiene la siguiente grafica.

Sit=1-—gq, se tiene:

Lp, (p) = — /11 In(t)dt = —tIn(t) + ¢t

—-p

— p-(1-p) |og(1+p)
o]
— 1-[p- (1 -p)tog(-))

_1_p

Figura 4.3: Curva de Lorenz para distribucién exponencial

Distribucién de Pareto

Si se considera una sociedad donde la distribuciéon de los ingresos sigue una dis-
tribucion de Pareto, donde se tiene la funcion de densidad fp o(x) = a(m)*/(z)**!,
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y la funcion de distribucién F, o(z) = 1 — (m/x)® con m > 0, > 1 y ambas
definidas para toda x > m. Recordando que la media p se define como:

= /01 F~(q)dq

Se puede notar que:

FyAg) =m(1—q)~ /)

Por lo que la media es:

1
e [ -
0

Cont=1-—gq
1 (—14a)/a 1
t am
— Yeg = -
= | m( B )0 o
Lo que genera la funciéon de Lorenz siguiente:
a—1 (P 1
Lrpa(p) === [ m(l—q) /*dq

Cont=1-—¢q

p
= (1—g)Hree
0

—1 rt
_ o / (t)fl/adt:t(71+a)/a — 1_(1_p)17(1/a)
1

@ -p

1-p
Se puede observar la curva de Lorenz para esta distribucién en la siguiente
grafica.

1.0

0.8+
L

—1-[1-(-p)' 7

06l ( (1-p) )

I
1-(1-p) 14
04 P
—1-p

02

0‘2 D,‘d 0‘6 D,IB 1.0
Figura 4.4: Curva de Lorenz para distribucién de Pareto, con a = 1.4
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Por lo tanto, si la distribuciéon de ingresos es una variable aleatoria continua, es
posible calcular la funcién de Lorenz Lr(p), asi mismo, la funcién complemen-
taria Lp(p) =1 — Lr(p).

4.1.2. Midiendo la Desigualdad con la Curva de Lorenz

Notemos que la curva de Lorenz nos permite categorizar las distintas distribu-
ciones de ingreso de acuerdo a la desigualdad que tenga, esto es posible ver de
manera gréafica, pues decimos que mientras méas cerca la distribucion esté de la
curva de perfecta igualdad, la sociedad tiene una menor desigualdad. En gene-
ral, se puede pensar en dos sociedades que dadas sus funciones de distribucién
F,, F}, si sucede que Lp, < Lpy, para toda p € [0,1], entonces se dice que la
sociedad con distribuciéon F, tiene una mayor desigualdad que la sociedad con
distribucion Fj, dado que para toda p € [0,1] la parte inferior 100p % de la
poblacién tiene un parte porcentual menor de los ingresos bajo F,, que bajo Fy.

4.1.3. Indice Kolkata (Indice-k)

El indice-k, para cualquier funciéon de distribuciéon de ingresos F', se define co-
mo la solucion a la ecuacion kg + Lp(krp) = 1. Notemos que esta puede ser
escrita como L r(kr) = kp, implicando que el indice-k es punto fijo de la fun-
cion complementaria de Lorenz. Ademés, al ser la funcién complementaria, un
mapeo de [0,1] a [0,1], es continua y no creciente, por lo que tiene un tnico
punto fijo. En general, para una funciéon de distribucion de los ingresos F', se
tiene que p = Ln'(1/2) > 1/2, por lo que el tnico punto fijo de Ly cae en el
intervalo [1/2, p}], esto implica que para cualquier distribucion F, kr € [1/2,1).
Finalmente, se tiene que kg cae entre el 50 % de la proporcién de poblacién y la
proporciéon de poblacion pf = L;1(1/2) a la que se asocia el 50 % de los ingresos
dados por la funcién de distribucion F'.

Distribucién Uniforme

Si consideramos una funciéon de distribucion de ingresos que sigue una distribu-
cion uniforme F,, definida en un intervalo [a,b], donde 0 < a < b < 00, se tiene

lo siguiente:
—(3a + b)V5a? + 6ab + 5b?

k =
P 2(b—a)

R —2(a + b)vV/5a? + 6ab + 5b?
e (b-a)

Notemos que si a = 0,b = 1, se tiene que:
kr, = 0.61803 kp, ~ 0.23607

Donde xf, es la normalizacion del indice-k, es decir, kp, = 2k, — 1.
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Distribucién Exponencial

Si se considera una sociedad con funcion de distribucion de los ingresos que ahora
sigue una distribuciéon Exponencial, se tiene que su funcién complementaria de
Lorenz es Lr.(p) = (1 —p)[1 +1In(1/(1 — p))]. Por lo que al resolver el sistema:

Lre(p) = (1—p)[1+In(1/(1 )] = p

Se tiene que:
kr, ~0.68216 kg, ~ 0.36441

Donde kf, es la normalizaciéon del indice-k, es decir, kp, = 2kp, — 1.

Distribucién de Pareto

Finalmente, para una distribucion de los ingresos que sigue una distribucion de
Pareto, la funcién complementaria de Lorenz esta dada por L, = (1—p)t=(1/e),
por lo que el indice-k se obtiene a partir de la soluciéon a:

(1=p)' = = kp, (4.4)

En general, la solucion a (4.4) es complicada de obtener, pero hay un resultado
bien conocido sobre la Ley de Pareto en este caso. Pues si & = In(5)/1n(4) ~ 1.16
se tiene:

kp. = 0.8

Lo que corresponde con la regla 80/20, ademas, KF— = 0.6

Indice-k como Generalizacién de la Ley de Pareto

El indice-k puede ser pensado como una generalizacién de la Ley de Pareto,
pues se puede notar que Lr(kr) = 1 — kp, entonces, la parte alta 100(1 — k) %
de la poblacion, tiene 100kr % de los ingresos. Por lo tanto, la razon de Pareto
para el indice-k es kr/(1 — kr). Notemos que en general, la Ley de Pareto no
respeta las proporciones 80/20 antes mencionadas.

4.2. Indice Hirsch

Sea X = (z1,%2, -+ ,%m) el conjunto de articulos de investigacion de un cientifi-
co. Sea f : X — N la funcion de citacion, que nos otorga el ntimero de veces que
ha sido citado un articulo. Sea X(,,) = (2(1), Z(2),"** ; T(m)) un reordenamiento
de los elementos de X, tal que, f(x(1)) > -+ > f(2(m)). El indice de Hirsch,
o indice-h, es el namero mas grande H* € {0,1,...,m} tal que f(xgy~) > H*.
Notemos que si f(x(;)) = 0, entonces H* = 0y si f(x(m)) > m, entonces
H* = m y para todos los demas casos H € 1,2,...,m — 1. Ahora, sino sucede
que f(x(1)) =0 o f(x(n)) > m, entonces, para poder identificar el indice-h, se
debe graficar en el eje x el nimero de publicaciones de un cientifico ordenados
en forma no decreciente, contra el numero de citas en cada publicacién. Aun
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més, si se unen los puntos generados como f(zw)) v f(2u41)) por una linea
recta para cada t € (1,2,...,m), entonces se tlene una curva que representa la
funcion f : [1,m] — [f(x(l)),f(a:(m))] que define el dominio [1,m] y el codomi-
nio [f(x(1)), f(%(m))], a la cual se le llama curva de citas generadas. Esta curva
es continua, lineal a trozos y con pendiente no-negativa, siempre que esta exista.
Si consideramos el punto fijo de la curva generada por f en el intervalo [1,m], es
decir, se considera h € [1,m] tal que f(h) = h, siempre y cuando haya al menos
un articulo citado y siempre que todos los articulos no hayan sido citados més
de (m — 1) veces, el punto fijo h existe, es tnico y con la propiedad de que
he [1,2,...,m — 1] para identificar H* basta con verificar lo siguiente.

1. Si el punto fijo & es un entero, se tiene: h = H*

2. Siel punto fijo h 1o es un entero, entonces, existe un b, tal que, f (xj) =
flz;) > h.Y f(x (h+1)) f(z (h+1)) < h+1, asi, se tiene que h = H*

En general, el procedimiento para obtener el indice-h, es el mismo que se sigue
para el indice-k, pues ambos son puntos fijos de las distribuciones de ingresos
que se siguen en la sociedad.

4.3. Indice de Gini

El indice de Gini es una medida estandar de desigualdad, es decir, cuantifica la
desigualdad de los ingresos en una sociedad. Para calcular el indice de Gini, es
necesario ajustar la curva de Lorenz en un cuadrado unitario donde la relaciéon
del area entre la curva de Lorenz y la linea de perfecta igualdad con el area
debajo de esta linea nos da el valor del indice de Gini(g).

Tomando como referencia la figura 4.1, S representa el area entre la curva de
Lorenz y la linea de perfecta igualdad, mientras que (S — S) representa el area
debajo de la linea de perfecta igualdad, entonces definimos a g := 2z que
tendra un rango entre 0 y 1, donde g = 0 representa la igualdad perfecta,
es decir, todos los individuos tienen la misma cantidad de ingresos o capital.
Mientras que g = 1 representa la méxima desigualdad posible, donde una sola
persona retiene todo el capital posible mientras que el resto de la sociedad se
queda con nada.

Dada una distribucion de ingresos F', el indice de Gini se obtiene mediante la
formula:

1, 1 1
Jya 1§§<q>>dq_2 / (4 Le(@)dg =12 / Lr(q)dq

Distribucién Uniforme

Gp =

Si consideramos una sociedad, donde la distribuciéon de los ingresos sigue una
distribucién uniforme, se tiene que el indice de Gini esta dado por:

(= T = e
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Notemos que si a = 0,b = 1, se tiene:

1
Gr, = 3 > i, ~0.23607

1.0

08l
2
06 I
PR
— 1_92
04} —1-p
0z}

0.2 04 06 038 10

Figura 4.5: Curva de Lorenz para la distribuciéon uniforme, con el area del indice
de Gini.

Distribucién Exponencial

Si consideramos una sociedad, donde la distribucion de los ingresos sigue una
distribucién exponencial, es decir:

F.(z)=1—e"

Para x>0, A >0 el indice de Gini esta dado por:

Gr. = 2/01 [q— LFE<Q):| dq

1
1 1
=2 l—¢g)ln(——)dg= - ~ 0.36441
/0( q)n<1_Q> K 2>HF€ 0-30
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Figura 4.6: Curva de Lorenz para la distribuciéon exponencial, con el area del
indice de Gini.

Distribucién de Pareto

Si consideramos una sociedad, donde la distribucion de los ingresos sigue una
distribucién de Pareto, es decir:

Fpolx)=1—(m/x)*, m>0

Y considerando un ingreso minimo « > 1. Entonces, el indice de Gini estéd dado
por:

1
1
Gp,. =2 —(1--g' = )|dg=
Fpa A P ( (1-4q) >}q Y]
Es facil observar que para distinto valores de v > 1, si este crece, el indice
de Gini decrece cuando o — 1. Y sucede que Gf,, — 1. En particular, si
a =1n(5)/1n(4) ~ 1.16, entonces:

Gr, . ~0.7565 > kg, . = 0.6

Que es un resultado obtenido anteriormente.
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Figura 4.7: Curva de Lorenz para la distribucién de Pareto, con el 4rea del indice
de Gini.
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Capitulo 5

Conclusiones

A lo largo de los trimestres en los que se ha trabajado el presente proyecto se
han incluido las siguientes actividades:

Revision de documentos y articulos académicos.
Participacion en el Simposio de Licenciaturas.
Realizacion de cartel para Simposio.

Realizacion de apuntes como apoyo al proyecto terminal.
Estudio de temas respecto a conceptos importantes.

Revision de codigo en Mathematica para replicacion de los modelos estu-
diados.

Exposicion del Proyecto Terminal en, "XVII Semana de Mateméticas Apli-
cadas y Computacion", en la unidad Cuajimalpa.

Realizacion de una presentacion para la "XVII Semana de Matematicas
Aplicadas y Computacion".
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Capitulo 6

Apéndice

6.1. Codigo del Modelo de Intercambio entre Agen-
tes

Se presenta el siguiente cddigo en Mathematica que tiene como fin hacer la
simulacién de los distintos modelos presentados a lo largo del proyecto, asi como
de comprender de mejor manera los resultados que llegaran a tener cada uno.

Manipulate [Module [{moneyDist = moneyDistHistory[[Round[time]]]},
Histogram[moneyDist, ImageSize -> 900,
PlotLabel -> "money distribution",
AxesLabel -> {"money", "number of agents"},
PlotRange -> {0, 500}]1, {time, 1, 50, 1},
Initialization :> {
(* Intercambio de dinero entre dos agentes
selecctonados de manera aleatoria. *)
randomExchange [agents_List, dM_Real] :=
Module [{newAgents = agents,
al = RandomInteger[Length[agents] - 1] + 1,
a2 = RandomInteger[Length[agents] - 1] + 1, money},
money = Random[]*dM;
(*Fraccion del dinero a intercambiar. *)

If [newAgents[[al]] >= money,

newAgents[[al]] -= money;
newAgents[[a2]] += money;
1;

newAgents

1;

(* Crea un estado inicial de la economia. *)
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initSimulation[numAgents_Integer, numEconomies_Integer,
initialMoneyEndowment_Real] :=

Table[Table[initialMoneyEndowment, {numAgents}], {numEconomies}];
(* Realiza la simulactidn para un numero especifico de pasos. *)

runSimulation[economyList_List, dM_Real, time_Integer] 1=
Module [{newEconomyList = economyList},
Do[newEconomyList =
Map [ (randomExchange [#, dM]) &, newEconomyList];, {timel}];
newEconomyList ];
(* Crea los datos de la simulacidn. *)

makeData[numAgents_Integer, numEconomies_Integer,
initialMoneyEndowment_Real, numSamples_Integer,
stepSize_Integer]
Module [{economyList =
initSimulation[numAgents, numEconomies, initialMoneyEndowment],
moneyDistHistory = {}, incomeDistHistory = {}},
Do[ moneyDistHistory =
Append [moneyDistHistory, Flatten[economyList]];
economyList =
runSimulation[economyList, initialMoneyEndowment,
stepSize];, {numSamples}];
{moneyDistHistoryl}];
{moneyDistHistory} = makeData[25, 20, 100.0, 50, 5]
(* makeData es una funcion que recibe Num de Agentes,
Nim de Economtias, Dinero inicial,
Nim de muestras y tamafio de paso. *)

3]
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