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Capitulo 1

Introduccion

Los organismos han creado diferentes estrategias y estructuras para poder sobrevivir, algunas bacterias poseen
la capacidad de detectar la luz y moverse hacia ella con la finalidad de obtener una mayor cantidad de nutrientes,
fenémeno conocido como fototaxia. En el proyecto doctoral, se estudia este proceso en la cianobacteria
Synechocystis, se considera un modelo no lineal de agregacion y formacion de colonias de bacterias y se resuelve

con ayuda de diferentes métodos semi-analiticos.

Ademds, a lo largo del proyecto se han podido abordar diferentes problemas de interés en el drea de la
biomatemadtica que, aunque no son el eje principal del trabajo, salen como problemas secundarios al estudiar
los métodos utilizados. Primero, se aborda la ecuacién de Bethe, que es una ecuacion diferencial no lineal que
aparece en la fisica nuclear y que juega un papel importante en diversas aplicaciones que van desde las ciencias
basicas, la ingenieria y la medicina. Para resolverla se utiliza una modificaciéon del método de descomposicion

de Adomian, al combinarlo con transformada de Laplace (LADM).

Segundo, se estudia la dindmica epidemiolégica de un modelo tipo SIR no lineal, donde las tasas de incidencia
reflejan el impacto de los medios de comunicacién y los efectos psicolégicos en la propagacion de la enfermedad.
Para ello se usa el método de descomposiciéon modificado Rach-Adomian-Meyers (MDM) y el método numérico
Runge-Kutta de cuarto orden (RK4). Ademads, se aplica a datos de propagacion de COVID-19 en Italia y China,
viendo que en este caso la diferencia entre lo semi-analitico y lo numérico es pequeiia.

Tercero, se estudia la ecuacién de Schamel-Kawahara, relacionada con la propagacién de ondas longitudinales
con dispersion de alta frecuencia en un cascarén cilindrico y se obtienen diferentes soluciones a través del método

de Kudryashov.

Finalmente, se analiza el origen de los distintos términos en la ecuacién del modelo continuo de fototaxia.
En especifico se estudia el término de cuarto orden, que considera el promedio de los promedios vecinos mds
cercanos. Estamos interesados en estudiar este proceso en un canal estrecho, donde los efectos geométricos
pueden estudiarse a través de una aproximacion unidimensional y asi, obtener una ecuacién tipo Fick-Jacobs y

observar el efecto de estos términos y las fuerzas entropicas.



Capitulo 2

Objetivos e Hipotesis

2.1. Objetivo general

Estudiar la ecuacién del modelo continuo para la fototaxia y encontrar soluciones.

Objetivos especificos

1. Estudiar el método de descomposicién de Adomian (ADM) y algunas modificaciones.
2. Estudiar el método de Kudryashov y algunas modificaciones.
3. Estudiar el origen de los distintos términos en la ecuacién del modelo continuo de fototaxia.

4. Estudiar un método numérico para resolver la ecuacién del modelo continuo de fototaxia.

2.2. Hipotesis

La ecuacién del modelo matemadtico de la fototaxia en Synechocystis admite soluciones de tipo onda viajera [1].

Los términos de cuarto orden de la ecuacién de difusién de dos dimensiones y de la ecuacién del modelo continuo
de fototaxia pueden estudiarse a través de una proyeccion unidimensional, mediante métodos semi-analiticos y/o

numéricos, al igual que la ecuacién de Fick-Jacobs.



Capitulo 3

Meétodos semi-analiticos

3.1. Meétodo de Adomian

El método de Descomposicion de Adomian (ADM) es un método semi-analitico que permite encontrar
una solucién en forma de serie [2]. ADM proporciona una aproximacién a una clase muy amplia de
ecuaciones diferenciales no lineales (ordinarias, parciales, integro-diferenciales y estocdsticas) sin linealizacidn,
perturbacion o discretizacion, procesos que pueden resultar en un gran costo de calculo o computacién numérica.

Consideremos la siguiente ecuacion diferencial, ya sea ordinaria o parcial:
Leu(x,t) + Ru(x,t) + Nu(x,1) = g(x,1), 3.1)

donde L, = %, R es un operador lineal que involucra derivadas parciales con respecto a x, N es un operador
no lineal y g es un término no homogéneo independiente de u. Despejando L,u(x,t) y aplicando el inverso
L;7'(-) = [3(-)dt en ambos lados de la ecuacién obtenemos:

u(x,t) = f(x)+L "g(x,1) — L7 ' Ru(x,t) — L, "Nu(x,1), (3.2)

donde f(x) es la constante de integracion (con respecto a t) que satisface L, f = 0.

El método asume la solucién de la Ec. (3.1) en forma de serie
u(x,t) = Z up(x,1), (3.3)
n=0

y que el término no lineal Nu(x,) se descompone como:

Nu(x,t) = ZAn(uo,ul,...,un), (3.4)
n=0

donde la sucesion {A,};;_, son los polinomios de Adomian [3,4] y son dados por la férmula:

1 d}’l n
= [N(kg6 1) g—o- (3.5)

n
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Otra forma de obtener estos polinomios se aborda en [5, 6].

Sustituyendo las Ecs. (3.3)-(3.5) en la Ec. (3.2) obtenemos:
Zunxt x)+L g(x,r) — 1thu,,xt LI_IZAn(uo,ul,...,un), (3.6)
n=0

de donde se adquiere el algoritmo recursivo:

uo(x,1) = f(x) +L; ' glx,1), a7
Uni1(x,8) = L7 Ruy, (x,8) — L7 Ay (ug,uy, . .. yuy), n=0,1,2,... '

Con este algoritmo podemos tener un aproximacion a la solucién de (3.1), por medio de la serie

k
x,0) =Y un(x,1), (3.8)
n=0

donde limy_,co ug (x,1) = u(x,t).

Desde la aparicion de ADM, el método ha tenido varias mejoras. Una de ellas es la combinacién con
transformada de Laplace .Z, mejora conocida como método de Adomian-Laplace (LADM) [7, 8]. De forma
general se siguen los siguientes pasos: aplicar la transformada de Laplace .Z a la ecuacidn estudiada, resolver
con ADM y posteriormente aplicar la transformada inversa .2~ ! para recuperar la variable original.

Otra mejora es el método de descomposicion modificado Rach-Adomian-Meyers (MDM) [9—-11] que consiste en
dividir todo el dominio en subintervalos, de forma que u(t) = Y,._,a,t". En este método se obtiene la solucién
para el primer subintervalo, los ultimos valores se usan como condiciones iniciales del siguiente subintervalo

para obtener la solucién y asi sucesivamente.

3.2. Método de Kudryashov

El método Kudryashov, originalmente expuesto en [12], proporciona un algoritmo muy util para encontrar
soluciones de ecuaciones no lineales. A continuacién se explicard brevemente el método. Consideramos la PDE
no lineal general dada por

G(u7ut7MX7uxxauxxxa"') :01 (39)

Usando el cambio de variable de onda viajera u(x,t) = u(&) con § = x — wr, la Ec. (3.9) se convierte en la
siguiente ODE:

F(u,—wug,ué,uég,u&g,...):0. (3.10)

Posteriormente se siguen los siguientes pasos [13]:



Paso 1. Se supone que la solucién exacta de la Ec. (3.10) tiene la forma:

N
u(§) = ;)aiQi(é), (3.11)

donde los a; son constantes que se determinaran algebraicamente con ay # 0. Mientras que la funcién Q es una
solucion de la ecuacién diferencial de Ricatti

Q
E—Q o, (3.12)

por lo tanto,

1

Q(é):m-

(3.13)

Paso 2. El nimero entero positivo N en la Ec. (3.11) se obtiene balanceando el término no lineal y la derivada
de mayor orden.

Paso 3. Considerando u(&) en la Ec. (3.11) y sus derivadas Ug, Ugg, Ugge,..., Y sustituyéndolas en la Ec. (3.10)
se obtiene la ecuacion polinomial:

P[Q(8)] =0. (3.14)

Paso 4: Seleccionamos, de la ecuacién polinomial (3.14), los términos que tienen la misma potencia algebraica
de Q, los igualamos a cero y obtenemos un sistema de ecuaciones algebraicas con el conjunto de incégnitas
{ao,...,ay,®}.Podemos usar algin software de cdlculo, como Mathematica, para resolver el sistema con las
restricciones naturales del modelo y considerando que ay # 0.

Paso 5: Con los resultados obtenidos en el paso anterior y considerando las Ecs. (3.13) y (3.11) obtenemos las
soluciones exactas a la Ec. (3.10) y por ende a la Ec. (3.9).

Al igual que el método de Adomian, este método ha tenido diversas mejoras. Una de ellas es el método
generalizado de Kudryashov [14], que sigue los mismo pasos que el método original a diferencia de que, en
el paso 1, propone la solucion de la siguiente forma:

_ Y¥oaiQ' (&)

&)= b 0iE)

(3.15)



Capitulo 4

Problemas estudiados

4.1. La ecuacion de Bethe

Cuando un haz de electrones incide sobre una superficie sufre una pérdida de energia, debido a sus interacciones
con ella, lo que resulta en una desaceleraciéon de su movimiento. El llamado poder de frenado determina
precisamente esta pérdida de energia de electrones y se determina mediante la conocida ecuacién relativista
de Bethe [15]. A pesar de su importancia en varios modelos fisicos y que se derivd hace mas de ochenta afos
todavia no existe, hasta donde sabemos, solucién exacta de esta ecuacion no lineal, cuya forma es:

dE  nZ%e! 2mc? B2 5
TdX ~ dme2mp? {“’ (1(1 —ﬁ2)> F } ’ @D

donde n es la densidad electrénica, ze es la carga total del electrdn, €, es la permitividad en el vacio, m es la masa
del electrén, ¢ es la velocidad de la luz en el vacio, B = v/c es la fraccién de la velocidad de la luz, y I la energia
de excitacién promedio [16, 17]. Siguiendo el estudio realizado en [17, 18], la ecuacién (4.1) puede reescribirse

como:

du 1 1
L n(u+1)

a » = 07 M(O) = Ugp. (42)

Aqui u es una medida adimensional de la energia cinética con u > 1, y x es una medida adimensional de la
distancia recorrida por la particula en el medio [19]. El valor x = 0 corresponde a la posicién de la superficie del
material donde la particula tiene su energia inicial u(0) = uy.

Aplicando la transformada de Laplace .’ a la Ec. (4.2), se tiene:

u(s)zuo—lf{ln(u—i_])}. 4.3)

N N u



Aplicando el método LADM, la Ec. (4.3) se reescribe como

Zun(x):uo—f_l %Z ZAn(uo,ul,...,un) ) (4.4)
n=0 n=0

de donde se deduce la siguiente férmula recursiva:

uo(x) = up,

45
w1 () = 2 L2 (A n)) ] =012, (45)

donde los A, corresponden a los polinomios de Adomian.

Ejemplos: Utilizando las expresiones obtenidas anteriormente, se realizaron algunas simulaciones tomando
diferentes valores de energia cinética uy como valor inicial (Figura 4.1) . Posteriormente calculamos y
comparamos el rango R, cuando la energia cinética decae a cero. En la Tabla 4.1 podemos observar que nuestra
aproximacion a la ecuacién de Bethe es muy precisa, con un error maximo de 0.015 %.

u(x) u(x)
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Figura 4.1: Aproximacién de u(x) con 8 términos obtenida por LADM para (I) ug = 1 x 10* (IT)
up=1x10° (1) up = 1 x 10° (IV) up = 1 x 107



Ejemplo  uy R obtenido por LADM Rex E = Bl 100
I 1 x 10 5741211.4 5740303.8 0.015%
11 1x10° 4.5401472 x 108 4.5401197 x 108 0.0006 %
111 1 x 10° 3.7550206 x 100 3.7550194 x 100 0.00003 %
1A 1 x 107 3.2014147 x 102 3.2014146 x 10'? 0.000002 %

Tabla 4.1: Camparacién del rango R obtenido por el método LADM, con el valor exacto.

Observemos de la tabla que la solucion por el método LADM a ocho términos es muy precisa, con un error
maximo de 0.015 %. La aproximacion de la ecuacion de Bethe fue exitosa y nuestros resultados se pueden ver
en [20].

4.2. Modelo SIR con tasas de incidencia no lineales

La transmisién de una enfermedad contagiosa depende de diversos factores como: las caracteristicas del virus, el
clima, las medidas de higiene, entre otras. Es necesario conocer la dindmica de la enfermedad para implementar
estrategias y politicas ptiblicas que ayuden a controlar y eventualmente mitigar epidemias. Entre los modelos
matemadticos més utilizados se encuentra el modelo SIR [21] que ademds de su efectividad es posible realizar
modificaciones y generalizaciones para simular la dindmica de forma especifica para dicha enfermedad.

El modelo SIR estudiado divide a la poblacién en tres grupos o compartimentos: susceptibles (S), infectados (I)
y recuperados (R), cuya dindmica se rige por un sistema de ecuaciones diferenciales [21,22]. En este estudio
optamos por trabajar con el modelo SIR con términos no lineales que reflejan el impacto de los medios y los

efectos psicoldgicos en la propagacion de la epidemia.

El modelo propuesto es el siguiente:

%‘f — A—uS+8R— f(S.1),
dl
o =SS = (pty ol (4.6)
dR
=Y~ (uT )R
con condiciones iniciales
S(0)=S8o, I1(0)=1I, R(0)=Ryp. 4.7

Donde S es el niimero de individuos susceptibles al tiempo ¢, I es el nimero de individuos infectados, R son los
individuos recuperados, A la tasa de natalidad, i la tasa de muerte natural, Y la tasa de recuperacion, & es la

muerte por enfermedad, § la pérdida de inmunidad y f(S,/) la tasa de incidencia.

Se sabe que la funcién de tasa de incidencia f(S,I), que modela la transferencia de susceptibles a infectados,
juega un papel importante en el modelo tipo SIR, aqui estudiado [23,24]. En casos de contagios graves, como
la epidemia provocada por el coronavirus COVID-19, el comportamiento de la poblacién cambia y la tasa
de incidencia disminuye como consecuencia de un factor psicoldgico colectivo inducido por la informacién



publicada en los medios de comunicacién; asi como por la cuarentena, las medidas de proteccioén y el
distanciamiento social.

En este trabajo se utiliza una tasa de incidencia que toma en cuenta el factor psicoldgico [23]:

f(S,I)zl_[iI(jp, (4.8)
y otra que modula el efecto de los medios de comunicacién [24]:
FS.0) = feSe’,. 4.9)
El método MDM descompone a priori S(t), I(t) y R(¢) como una serie de potencia, esto es:
S(t) = i amt™, 1(t) = i bmt™, R(t)= i cmt™. (4.10)
m=0 m=0 m=0

La parte no lineal f(S,/) se descompone en los polinomios de Adomian de dos variables y se calculan de la
siguiente manera [5]:

AO :f(a07b0)7

1! p) P 4.11)
Ay = — [kl Ay i+ kDbt ——Ay 14, m>1.
m mk;)("‘)akﬂaaom1k+(+)k+1ab0m1k m>

Sustituyendo las Ecs. (4.10) y (4.11) en la Ec. (4.6), obtenemos el siguiente algoritmo recursivo:

a():S(), aj :A—,llao+5C()—A0
Para cadaa,, : 1 4.12)

Al :m(—uam+5cm—Am), m>1.

bo =1, by :Ao—([.l+'}/+ Ol)b()
Para cada b, : 1 (4.13)

mt1 = ———(Am — m) s > 1L
b1 m+1( (H+Y+(X)b) m

co = Ro, C] :’}/bo—(ﬂ+6)60
Para cada ¢, 1 4.14)
Cm+1 = E(me - (Ii + 6)Cm)a m>1.

Ejemplo: Para este caso utilizamos la transmisién de COVID-19, causada por el coronavirus SARS-CoV2, en
Italia del 07 de Marzo al 04 de Abril del 2020. Los pardmetros utilizados se pueden observar en la Tabla 4.2.

Los coeficientes pertenecientes a las tasas de incidencia se calcularon haciendo un ajuste por métodos estadisticos
y son: B = 3.509566 x 10~° (ind. x dia)~!, @ = 3.412244 x 10~ '%ind. 72, k¥ = 0.847116, 6 = 1.613838 x
107ind.~".

En la Figura 4.2 se muestran los datos recolectados cada dia por el Ministero della Salute [25], la aproximacién
obtenida por el método MDM considerando ¢y, términos y la solucién numérica por el método Runge-Kutta de
cuarto orden (RK4). Esto con la finalidad de mostrar la eficacia y precision del método.
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Susceptibles

Infectados

Recuperados

Parametros
ap [ind.] 60311350
bg [ind.] 5061
co [ind.] 589
A [ind./dfa] 1204.79
W [dia='] | 2.88885 x 107>
y [dia-!] | 1.728462 x 10~
o [dia~!] 0.015507591
3 [dia 1] 1 x1077
Tabla 4.2: Datos obtenidos del Ministero della Salute [25] y del Instituto Nazionale di Statistica
[26]
Efecto psicologico Impacto de los medios
Ni Ni
F(8.1) = 235 fs.n=E5
S (1) S ()
6.030><107l>. - 6030107 .,
t‘\l\ "\‘\l\
. .
6.025x%107 l\‘\ 6.025%107 '\‘\
-\.\ l\‘\
L N LN
l\\‘\ .\1\
7 '\. 7 .~
6.020x 10 \'\.\ 6.020x 10 \'\.\
5 10 15 20 25 ! 5 10 15 20 25
1(t) 0]
.. -8
80000 ’,4"‘ 80000 el
l’r‘ r"’
I/.’ "Y
60000 = 60000 4
,(" «*
2y ¥
A ¥
40000 ; v o 40000 ) A
& P
,J" ,{"
20000 a” 20000 ol
',I’l ',l"
1 '_}_.—" r'"‘—r
5 10 15 20 25 ! 5 I‘O 15 Zb 2‘5
R(® R ()
A A
20000 A 20000 -
p g
& A
15000 "‘ 15000
s e
N x
10000 .’j’/. 10000 '/'/.
o/}"’l o,l’"/
o x o x
5000 N 5000 t
e %
a-ax® et NS *
5 10 15 20 25 ! 5 10 15 20 25
Tiempo (dias) Tiempo (dias)

® Valorreal --=-- Runge-Kutta --a-- MDM

Figura 4.2: Transmision de COVID-19, causada por el coronavirus SARS-CoV2, en Italia del 07

de Marzo al 04 de Abril del 2020.
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La prediccion realizada por el método MDM describe muy bien la dindmica epidemioldgica causada por el
coronavirus SARS-CoV2, dando la posibilidad de utilizar este método para resolver la propagacién de otras
enfermedades e incluso en modelos mds complejos al tipo SIR. Este trabajo fue recientemente sometido para su
publicacién en [27]. Donde se explica més detalladamente el desarrollo del método y se abordan otros ejemplos.

4.3. Ecuacion de Schamel-Kawahara

Se han propuesto varios modelos matematicos no lineales para estudiar ondas y oscilaciones, especialmente
su propagacién en barras y cascarones cilindricos. Estos modelos tienen diversas aplicaciones tecnoldgicas
como en el modelado de aviones, cohetes, disefio de gasoductos y oleoductos, entre otras [28-30]. La ecuacién
de Schamel-Kawahara, Ec. (4.15), describe la propagacion de ondas longitudinales, con dispersiéon de alta
frecuencia, en un cascarén cilindrico y hasta donde sabemos, este nuevo problema solo ha sido estudiado en [31].
Aunque la ecuacién no es propiamente del drea de las biomatemdticas, se abordé el modelo matemético como
un predmbulo para resolver la ecuacién de la fototaxia.

U+ cq \/;”'ix + Collyyx — C3lyyrxx + Catttty = 0. (4.15)

Después de realizar el cambio de variable de onda viajera & = x — ot, integrar con respecto a & y haciendo
u=¢(&)?, 1aEc. (4.15) se reescribe como:

1 1
—Q9*+ 29+ 279"+ B(9e)” + Bo s —3(0ze)” — 49s9eze — 9feeee = O, (4.16)

_a g2 _
dondea—c3, =oyr=c

Utilizando el método de Kudryashov vemos que en el presente caso N = 2. Por lo tanto:

¢(&) =ao+a1Q+a0%. (4.17)

Usando las derivadas de ¢ y sustituyendo en la Ec. (4.16) obtenemos:

4
Q8(%/ —420a3) + O’ (alagy—i— 132043 — 360a1as)
o, 0@ ) 300 3 2 2 2 ?
+0° (5 + 10a3B + aoazy + Sajazy — 1510a; — 120a0a; + 1080a1a — 60ar)

+Q5((xa%a1 + 12aza1 B — ISa%ﬁ +a2a?y+ 3a0a%a1}/+ 168a% —24apm;
—1164asa; + 738a% +336apaz) + Q4(Ota2a% + aaoa% + 3a%[3 —2laya1 B+ Sa%ﬁ + 6apaz

4
a
LAy

3
T 3aparaty+ Ea%agy— a3Q — 16543 + 60aga; + 525aza1 — 12843 — 330apay)

3
oa
+Q3(T] +2aapara; — Sa%ﬁ +2apa1 B +9azai B — 10apaz  + aga?}H— 3a(2)a2a1}/— 2a2a18

+65a% —50apa; — 8lazay + 130apaz) + Qz(aaza% + aa%ao —3ayaoP +4azapp + 2a%B + azagy

12



3
+§a%a%y— 2a2a0Q — a%Q + 15a1ap — 16azay — 8(1%) +0 (Otala% +ajaoP + a1a(3)}/— 2a1a9Q — aoal)

3 4
o
- +‘%Y_agg =0, (4.18)

Considerando los coeficientes con el mismo exponente de Q e igualdndolos a cero se obtiene un sistema de
nueve ecuaciones, con las variables desconocidas {ao,a;,az,Q}. Resolviendo, con la restriccion del método
ap # 0, se encuentran las siguientes familias de resultados:

Familia 1: Con o = %@(B—B),B ER,BA13yy>0:

ap = 105},(‘3_1”_14067 a =4 E, a = —4 E’ Q=2(p-4).
39y 4 4

Usando la Ec. (4.17), obtenemos la siguiente solucién de onda viajera de la Ec. (4.16):

_ J/T05¥(B — 13) — 14 105/ 1 105, 1 2
01(8) = o +4 y(—lﬂé)—zx y(—Heé) 4.19)

Familia 2: Con o = 11/ 2Y(B—13), B € R, B# 13y y>0:

/105 /105
aOZO’ a1:4 7, a2:—4 7’ Q:Z(ﬁ-“-)

Usando la Ec. (4.17), obtenemos la siguiente solucién de onda viajera de la Ec. (4.16):

9(E) =4 1(;5-(1:85)—4 1(;5(“:65)2 (4.20)

Familia 3: Cona:—%\/g(ﬁ—l?)),ﬁ ER,BA13yy>0:

1 1
ap =0, a1:—41/(;5, a2:4’/(;/5, Q=2(f—-4).

Usando la Ec. (4.17), obtenemos la siguiente solucién de onda viajera de la Ec. (4.16):

93(E) = —4 1(;5(1:65)% 1(;5(1:65)2 4.21)
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Familia 4: Con o =, = & [195+2a, /%} yy>0:

! 1 2a |1
w=0, a=4"2 4--a 1P o_7p 7322 [19
Y 3 Y

Usando la Ec. (4.17), obtenemos la siguiente solucién de onda viajera de la Ec. (4.16):

$a(8) =4 1?(@)—4 1(;5(1;5)2 (4.22)

Familia 5: Con a = o, B = [195—204, /%} y > 0:

105 105 20 /105
ao:(), a1=—4 7, 612:4 7, Q:7ﬁ—73+7

Usando la Ec. (4.17), obtenemos la siguiente solucién de onda viajera de la Ec. (4.16):

9s(E) = —4 1(;5 <1+1eé‘) +4\/§<1—|—le§)2 (4.23)

Familia 6: Con y£0y 3 =13:

/105 /105
ap=0, a =-4 7, a)=4 7, Q=18.

Usando la Ec. (4.17), obtenemos la siguiente solucién de onda viajera de la Ec. (4.16):

0o(E) = 4ﬁ (Hleé) +4ﬁ (Hleé)2 (4.24)

Este trabajo fue recientemente aceptado en la revista Russian Journal of Nonlinear Dynamics [32], donde se
explica més detalladamente el método, asi como unas representaciones graficas de las soluciones expuestas
anteriormente.

4.4. Fototaxia en Synechocystis

Los organismos biolégicos han creado diferentes estructuras y sistemas con el fin de adaptarse al medio en
el que se desenvuelven y de este modo, asegurar su supervivencia. La cianobacteria Synechocystis desarroll6
fotoreceptores con la capacidad de detectar luz en el entorno para posteriormente moverse hacia ella con ayuda
de pilis, fendmeno conocido como fototaxia [33].

Se ha visto que la fototaxia en esta bacteria es resultado de un fendmeno grupal, en el que primero se forman
agregados de grupos de bacterias y posteriormente inician el movimiento hacia la luz [34], haciendo que la
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difusién sea de tipo no lineal. Galante y Levy proponen un modelo en una dimensién [35] en donde puede

ocurrir lo siguiente:

Figura 4.3: Modelo en 1-D.

1. Que las bacterias mantengan su movimiento, es decir no cambian su direccién. Esto ocurre con una

probabilidad a.
2. Las bacterias pueden empezar o detener su movimiento. Para este caso la probabilidad sera de b.

3. Finalmente, las bacterias pueden cambiar de direccién debido a la atraccion que sienten por sus vecinos
en un radio de deteccion d. Esto ocurre con probabilidad ¢ = (1 —a — b)/N,, donde N, es el nimero de

vecinos dentro de ese radio de deteccion.

Chavy-Waddy y Kolokolnikov obtienen una EDP no lineal en [36] que describe este modelo, la cual es dada por

2 2
Uy, — UyUxx + uuxuxxx)
)
X

2

uu
U = _uxx_uxxxx‘i‘a(ﬂ)x = _uxx_uxxxx+a< (4.25)

u u

donde « estd relacionado con los pardmetros del modelo y con el umbral para la formacién de agregados

mediante
c(2d+1)(d+1)?

" (e[l +d(@+2d+3)]—2a)

En [36] se estudia el caso estacionario de (4.25) y se obtienen los perfiles de agregacién o la formacién de

(4.26)

patrones para este caso:
2

ux)=C [sech <\/?x>] o . (4.27)
Ademéds en [36], obtienen otra solucidén que aunque no tiene sentido fisico resuelve la Ec. (4.25)
u(x) = Ceosh((oe—1)"1/2x). (4.28)
Otra solucién estacionaria se puede obtener resolviendo directamente en Mathematica, con o = 0:
u(x) =B+ yx — wcos(x) — ksin(x), (4.29)

donde las constantes 3,7, ® y k son nimeros reales arbitrarios. Cabe destacar que las Ecs. (4.27)-(4.29) son
estacionarias y no describen el modelo completo de fototaxia.
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Solucion por el método genereralizado de Kudryashov

Retomando la Ec. (4.25) y realizando los cambios de variable z = x — @r, u(x,t) = "9 y v(z) = [¢(z)dz,
obtenemos:

(00— 1)y* + (40— 6)y*y, —y* + @y + (00— 3)y2 =y + (0t — 4) ¥V — Y20 = 0 (4.30)

Utilizando el método generalizado de Kudryashov vemos que en el presente caso N =2y M = 1. Por lo tanto:

_ a0(2)* +a10(z) +ao
b10(z) +bo ’

4.31)

siendo las derivadas de Q:

0n= 20(2)°-30)*+0() (4.32)
Oz = 60(2)" —120(2)* +70(2)* — 0(2).

Sustituyendo la Ec. (4.31), sus derivadas y la Ec. (4.32) en la Ec. (4.30) se obtiene, después de juntar los
coeficientes con el mismo exponente de Q e igualandolos a cero, el siguiente sistema de ecuaciones:

0°:  adl+agbyw — agby — a5 =0

0': 4daaia}+4aalb) —4aaragby — aaibob, + aajaghl + 3abibi @ + a1by® — 6aib,

+ 6ayagby + 2akboby — 6aagbf — 2a0bgb + 2a1b3 — dajal =0

Q% daaay+60atal —daajby 4 20aib? +4aayalby — 8aaraiby + 8aaiadiby + 3oadbob,
—3aa aob% =+ 4aa2a0b3 — Saa%aobo —4aaiapbob; + 20ta%b% =+ 3aob0b%a)
+ ayb® 4 3a1biby @ + 6aib; — 8agbt — 6a1agbo + 12axagbo — 12a1agh,
— 12a3bob; + 12a1ab} — 18aragb} + 2agbob? + 12aagby + 8aobib: (4.33)
+ 10ajaoboby — 8aby + 10asby — 8a3by — 2a,b3b; — 4aral — 6a3a =0

Q*: 4aayal + 12adiara; — daaiby — Saatb} + 8aapatby + daapatb — aatboby
+ Zaaoalbg + 9aa2a1b(2) + Ocaoalb% —24aaparaiby — Saagalbl + 8aagaboby
— IOaaoazb(Z) — 3aa%b% + Saa(z)azbo + 4Ota(2)a2b1 - Zaaébobl —2aagaboby
+3a1bob? @ + aghi @ + 3axb3b; © 4 6a3by + 18a7b3 — 12apatby — 6agaib,
+2aiboby + 12a,by — 8apai b} — 34ara bl — 6aga; bt + 2a1bob? + 36apaza; by
+ 12a3a1by 4 8a1b3by — 28agayboby — 40azby — 2agh; + 40agasby + 10a3b? — 8aghob?
— 12a§asby — 12apbgby + 10a:b%b; — 6agarby + 8aiboby — 4apa; — 12ajaza; =0
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o

aa] + 120aparad + 60adas + 4aaiby + 3oatbl — 160azatby — 4aapa’ib

+ aaibob; — 21 aaza; bl — aaga; b3 + 24aapara by — 4aagaboby — 18aza;bob,

— 4a%bob1 +4aaraboby + Saa%bg + 6oca0a2b(2) + Oca(z)b% — 16aa0a%b0 - 4aa(2)a2b1
+20taparboby 4 a1b® + 3arbobT @ — 6aiby — 11a3b} — aib? + 24araiby + 6agat by
— 6a1b} + T6azya1bf + dagar b — 2aybob? — 36apazaiby — 6a1bghy + 14aparbob,

+ 54ayb3 + 2a0b; — 29a3b3 — 24apaz bl — 3a3b? — dagarb? + 6agbob? + 8azbob?

+ 24a0a%bo + 6aob(2)b1 — 46a2b%b1 + 6a%a2b1 — a? — 12a0a2a% — 6a(2)a% =0

406(120% + IZOcaoa%a] + 1606a2a%b0 - 4aa2a%b1 + 12Oca2a1b% + Ocaza]b%

+44aya boby — 20aiasa by — 120tarayboby — 180a3bl + 16aagasby — 4oaoasby
+ 7(xa%b0b1 + azb%w - 24a2a%b0 + 6a2a%b1 — 44a2a1b(2) - 6a2a1b% + 30a%a1b0

— 24a,b3 + 2ayb3 + 64a3b3 + daparb? — 32aybob? — 24aga3bg + 6apadb,
+T2ayb3by — 26a3boby — 4aparboby — 4aral — 12apasa; = 0

daagas + 60atal — 8aasby + 10aasby + 20a3bt +200a asby + 12a3bg
+4aa0a%b1 - SOtala%b] - 17aa%b0b1 - 3aa1a2b% +4aa%a2b1 + 8aajarbybq
—36a5b§ — 8a3bt — 30a1a5b — 6apazby + 12a1a3by +60a3bob, — 8azb; — 2agazb?
+ 12a1a;b% + 48azbob? — 6atarby — 36a,b3by — 30ajazboby — 4apas — 6a3a5 = 0

4aaa3 + 8aashy — daashy — Saasb? + 8aayashy + 10aasboby +20ia axb] — 12a3bg

+6a3by +18a3b? — 12a1a3b1 — 36a3bob) + 12a2b3 — 8ayasb? — 24azbob? —4aja3 = 0

0":  aal+4albi +3aadbi - 6adb — 11636} —6a2b} —af = 0,

con las variables desconocidas {ag,a,az,bo,by, 0, @}.

Resolviendo el sistema de ecuaciones (4.33) con la restriccion del método a, # 0y b; # 0 obtenemos, con la
ayuda del software Mathematica, las siguientes familias de resultados:

Familia-1: Para o = 0 tenemos: ayg = ag, a; = —ay — by, ay = a», by = ap, by = —ap y @ = 2 de donde la solucién
correspondiente es dada por

u(x,t) = cosh(2t —x) — sinh(2¢ —x) + 1

Tomando la Ec. (4.34) con argumento variables

u(x,t) = cosh(ft+ yx) — sinh(Br + yx) + 1

Y utilizando para verificar que es solucién de la Ec. (4.25) vemos que la Ec. (4.35) resulta ser solucién si y solo
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sia=0,B=7"+7yy#0.

Familia-2: Si o = 0 tenemos: ag = 2by, a; = —4by, ay = 2by, bog = by, by = —a, y @ = 10 de donde la solucién
correspondiente es dada por
u(x,t) = sinh(207 — 2x) — cosh(20r — 2x) + 1 (4.36)

Tomando la Ec. (4.36) con argumentos variables

u(x,t) = sinh(Bt + yx) — cosh(Pfr + yx) + 1 (4.37)

Y utilizando para verificar que es solucion de la Ec. (4.25) vemos que la Ec. (4.37) resulta ser solucién si y solo
sia=0,B=7"+yyy#0.

Familia-3: Si o = 5 tenemos: ag = %(—Zal —a),a; =ay,ay =ay, bp=—a; — %az, by = —ap y @ =0 de donde

la solucién correspondiente es dada por

L4x)::2cosh(g) 4.38)

Tomando en cuenta la ecuacion (4.38) con argumento y coeficiente variables

u(x) = B cosh(yx) (4.39)

Y utilizando para verificar que es solucién de la Ec. (4.25) vemos que la Ec. (4.39) resulta ser solucién si y solo
Sif#0,y=+——vyoa>1.

a—1

Familia-4: Si o = 2 tenemos: ag = %az, ay = —ap, ap = az, by = —ay — %az, by = —ap y @ =0 de donde la
solucién correspondiente es dada por

u(x) = —2sinh(x) (4.40)

Tomando en cuenta la ecuacién (4.40) con argumento y coeficiente variables

u(x) = B sinh(yx) (4.41)

Y utilizando para verificar que es solucién de la Ec. (4.25) vemos que la Ec. (4.41) resulta ser solucién si y solo
Sif#0,y=+——vyoa>1.

a—1

o 5. Qi oy — Co __1 _ _ 1 _ _ 1
Familia-5: Si o = 3 tenemos: ag = ﬁﬁ’ a; = —g(ﬁ—i—?))az, ay=a,bg=—ay—za2, b1 = -2y ® = 33
de donde la solucion correspondiente es dada por

e%_% (6317 —}-ex)
u(x,t)=— —- (4.42)
(2\5— 3) e3vs + (2\@4- 3) e*
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Familia-6: Si a = 3 tenemos: ap = —2—, a1 = 1(v3-3)az, ax = ar, by = —a; — a0, by = —ar y 0 = — =

6(V3+2) 3V3
de donde la solucién correspondiente es dada por
R S iy HW(V3-3 iy L(-v3-3
u(x,f)=e 9 V3 (wﬁ* +1) (ﬂwﬂ* +7\/§+12)"’( )((2\f3+3)esﬁ+ +26\/§+45)6( ) (4.43)

Familia-7: Si a = 2 tenemos: ap = %(—2611 —az), ay=a,ax=a, by = %(OC — 1)(2a1 —i—az), b= %(OC — l)az
y @ = 0 de donde la solucién correspondiente es dada por

u(x) = %sechz (g) (4.44)

Tomando en cuenta la ecuacidn (4.44) con argumento, coeficiente y potencia variables

u(x) = Bsech® (yx) (4.45)

Y utilizando para verificar que es solucién de la Ec. (4.25) vemos que la Ec. (4.45) resulta ser solucion si y solo

ﬁa>LB#Qw:a%yy:£;
Familia-8: Si o¢ = 5 tenemos: agp = %ag, a) = —az,dy) =aj, b() = %(OC — 1)(2611 +a2), b = %(OC — l)az yo= 0

de donde la solucién correspondiente es dada por

(4.46)

Familia-9: Si o = 3 tenemos: ag = %(\@+2)a2, a) = —%(\/§+ 3)az, ay = ap, by = %(a —1)(2a1+a), by =

1 1

sla—layo=— V3 de donde la solucién correspondiente es dada por

u(x,r) = — <3tanh (118 (ﬁz+9x)> +2\/§> e 5V (4.47)

Familia-10: Si & = 3 tenemos: ag = — (V3 —2)az, a1 = (V3 —=3)az, ay = az, by = (@ — 1)(2a; + a2),

b = %((x Doy o= % de donde la solucién correspondiente es dada por

1 Xt
u(x,1) = <3tanh <18 (ﬂr - 9x>> +2\@> Vi (4.48)
Familia-11: Si & = 1 tenemos: ap = w, ay =ay, a; = az, bo = by, by = by y ® = 0 de donde la solucién
1
correspondiente es dada por
1 . 1
u(x) = cosh Zx(ﬁ +x) | —sinh Zx(ﬁ +x) ), (4.49)
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4arbo—4by (2
donde f = b }2‘2( apta)
1

Después de utilizar el método generalizado de Kudryashov se obtuvieron cinco familias estacionarias y seis
t-dependientes, donde la Familia-3 y la Familia-7 corresponden a los casos estacionarios expuestos en [36].
Estos resultados son relevantes ya que, hasta el momento, solo se habian encontrado soluciones estacionarias a
la Ec. (4.25). En el tiempo restante del proyecto se pretende estudiar estas soluciones y obtener mas familias con
ayuda de otros métodos semi-analiticos.

4.5. Difusion biarmonica en canales estrechos

En el problema anterior, seccién 4.4, se analiza la Ec. (4.25) que describe el proceso de fototaxia en algunas
bacterias, notamos que contiene esencialmente tres términos: difusion inversa, no lineal y uno de cuarto orden.
Se sabe que los términos de cuarto orden pueden modelar efectos de largo alcance en la ecuacion de difusion
de Fick [37,38] . En algunas situaciones el flujo difusivo no es suficiente para describir el sistema, como para
densidades altas o cuando hay efectos de memoria, por lo que es necesario considerar términos de largo alcance.
En esta seccidn estudiamos la difusién con un término de cuarto orden en un canal estrecho para entender el
papel de estos términos en la difusién unidimensional.

Consideremos un proceso difusivo de dos dimensiones dentro de un canal, que requiere considerar efectos de
largo alcance. La dindmica de este sistema se puede describir a través de la siguiente ecuacién:

ap(x,y,1)

5= =V (D Vp(x,y,) = V- (V- (BV2p(x,y,1))], (4.50)

donde p(x,y,t) es la concentracion o la densidad de probabilidad de las particulas que conforman al fluido, D
el coeficiente de difusién normal y B el coeficiente de difusion biarménica o de largo alcance. Como D y B son
anisotrépicos, pueden representarse a través de las siguientes matrices:

D= D0 , B= B0 , 4.51)
0 D 0 B,

con D, # D, y B, # B,. Para el caso de que los coeficientes sean constantes, el desarrollo de la Ec. (4.50) es el
siguiente:

dp . d%p 2’p o*p 9% d%p
o xaxz”yayz‘Bx<ax4+amyz)

o*p 9% d%p
-5 (557 58)

Noétese que ademds de los primeros dos términos correspondientes al flujo difusivo, aparecen otros cuatro

4.52)

términos de cuarto orden, dos de ellos iguales.

Nuestro objetivo es obtener una ecuacion similar a la de Fick-Jacobs para el flujo difusivo, que se obtiene de
proyectar la ecuacion de difusién bidimensional sobre la coordenada longitudinal que corresponde al eje del
canal. Para ello utilizaremos el método de proyeccién desarrollado por Kalinay y Percus [39, 40], que es un
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procedimiento iterativo que proporciona sucesivas correcciones a la ecuacién proyectada, en términos de una
escala que ayuda a separar los modos longitudinales relevantes de los transversales mds rdpidos. Para el orden
mds bajo primero integraremos la ecuacién (4.52) en la coordenada transversal:

As (x)
P = [ , Py (4.53)
1 (X

donde A| y A, son los limites en la frontera inferior y superior del canal y P(x,t) es la concentracién marginal.

Cabe sefialar que para los términos que involucran derivadas en x es necesario utilizar la regla de Leibnitz, ya
que los limites de integracién dependen de la variable respecto a la que se deriva, y en general es la siguiente:

) 9 9 [
/ g féfc’y)dy:ax / ’ fy)dy — f(x,8(x) &' (x). (4.54)

Con esto la integral en la coordenada transversal y de la Ec. (4.52) tiene los siguientes términos:

op 2P 9 ap(x,A;) ap(x,y) |~ ‘P 93
— =D, | =5 — =— (Alp(x,A; — Al +D ’ —B, | = — = (Alp(x,A;
ot [axz oy (Aip(x.47) . Ox sl T 0y s, o~ g APAD) .
_ 872 A/ap('x7Al) _ i A/_azp<x7Ai) _A/_a3p('x7Ai) _A/i azp(xLy)
ox2\'"  ox =12 ox ' ox? =12 Loox3 =12 'ox dy? =) |15
L9 (P [THN] g [ el TR (0 e\ [T
ox dxdy | _y, Y dy3 =4, dy ox? y—A, )
(4.55)

Para continuar, es necesaria la forma explicita de la condicién de contorno de cero flujo. Esto es, el vector de
flujo evaluado en las paredes del canal debe ser ortogonal al vector normal de estas. En este caso recordemos
que el flujo tiene una componente de orden ctibico debido a efectos de largo alcance:

_ 9P 59 (v2p) p.2P 5 9 2
J_—<Dx8x —BXax(V p),Dyay Byay(V p) ). (4.56)

la normal a la frontera N; < (—A!, 1), por lo que J - N; = 0, implica lo siguiente:
0 ’p 9 d%p
/ —_— —_— —_—
A [Dx dx B <8x3 + dx dy? )]
op 2’p 9 d%p
=Dy— —By| =—=+=—=5|.
Y dy )<8y3+8y8x2>

Sustituyendo la Ec. (4.57) en la Ec. (4.55) obtenemos:

4.57)
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oP ’P 9 *p 9% % [ ,9p(x,A;)
g - Dx W - E (Aip(vai)) ,'_1’2] _Bx [(9)64 - ﬁ (Aip(x¢Ai)) 12 - ﬁ < i ox > 12
9 (yPpA) L9 (Pply) [T
dx "' ox? i—12 O Iaxdy |,_a )|
4.58)

Una primera aproximacion es considerar la que la tasa a la que las particulas se difunden en la direccién
transversal es muy grande en comparacién con lo que ocurre en la direccién longitudinal donde la difusién es
mds lenta, por lo que puede considerarse que la concentracion no depende de la coordenada transversal. Con esto
la Ec. (4.53) implica que P(x) = p(x,t)w(x), donde w(x) es la funcién de ancho w(x) = Az(x) — A (x). Después,
el primer término que multiplica el coeficiente de difusion se reduce al llamado operador de Fick-Jacobs y
los primeros cuatro términos que multiplican el coeficiente biarménico pueden reescribirse de manera similar,
mientras que el tltimo término se anula en esta aproximacién. Finalmente, se obtiene lo siguiente:

oP o[ o (P o[ o [P

— =D,— |lw=— | — )| =Bi=— |lw=— =] ]. 4.59

ot T ox {Wax <w>] Fox [W8x3 <w>} (4.59)
Cabe sefialar que esta expresion induce un flujo longitudinal con un término de tercer orden y con modificaciones
debido a la geometria del canal dada por la funcién de ancho

3
Je=— xwi <P> —i—waa— <P> . (4.60)
ox \w

ox3 \w
Con este procedimiento obtuvimos la ecuacién Fick-Jacobs bidrmonica, Ec. (4.59), que considera efectos de

largo alcance en un proceso de difusién. En el tiempo restante del posgrado se pretende estudiar esta ecuacion
mads a detalle, realizar algunos ejemplos y se estd terminando un articulo para su envio a revision.
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Capitulo 5

Conclusiones y perspectivas

A lo largo del proyecto doctoral se ha estudiado la ecuacién del modelo continuo para la fototaxia y se obtuvieron
once familias de soluciones tipo onda viajera. Dando la posibilidad de utilizar estas ecuaciones para estudiar el
movimiento en cada paso de tiempo, ya que hasta el momento solo se tenian dos soluciones estacionarias.

Ademds, al estudiar los métodos semi-analiticos, se pudieron abordar tres diferentes problemas provenientes de
las ciencias naturales e ingenieria. Primero, se aplicé el método LADM en la ecuacién de Bethe y los resultados
se publicaron en [20]. Segundo, se estudio un modelo SIR con términos no lineales que modelan el efecto
psicolégico y de los medios en la propagacion de la enfermedad, en este trabajo se hizo un ajuste de pardmetros
a partir de datos reales de COVID-19 y los resultados se han enviado a revisién para su eventual publicacion.
Tercero, se aplicd el método de Kudryashov a la ecuacion de Schamel-Kawahara y los resultados estdn proximos

a publicarse [32].

Por otra parte, para estudiar el término de cuarto orden en la ecuacién del modelo de fototaxia, se planteé un
modelo de difusidon y se obtuvieron correcciones hasta cuarto orden para la ecuacion Fick-Jacobs que pueden
modelar efectos de largo alcance. Se propone analizar los efectos de ese término y mandar un articulo para su
revision.

En el tiempo restante del proyecto se pretenden obtener mas soluciones al problema de fototaxia, ver cudles

tienen sentido bioldgico y publicar los resultados. Incluso, se estd desarrollando el cddigo de un método numérico
con la finalidad de obtener otro tipo de soluciones y poder comparar los resultados.
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